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Acerca deste Modulo

Os Moédulos para o Projecto Piloto de Ensino a Distancia para o ESG 1
foram produzidos sob supervisdo do Instituto de Educagdo Aberta e a
Distancia.

Como esta estruturado este

Maodulo

A visao geral do curso

Este curso esta dividido por modulos autoinstrucionais, ou seja, que vao
ser o seu professor em casa, no trabalho, na machamba, enfim, onde quer

que vocé deseja estudar.

Este curso ¢ apropriado para vocé que ja concluiu a 7* classe mas vive
longe de uma escola onde possa frequentar a 8%, 9% e 10” classes, ou estd a
trabalhar e & noite ndo tem uma escola préoxima onde possa continuar os
seus estudos, ou simplesmente gosta de ser auto didacta e é bom estudar a

distancia.

Neste curso a distancia ndo fazemos a distin¢ao entre a 8%, 9* ¢ 10* classes.
Por isso, logo que terminar os modulos da disciplina estard preparado para

realizar o exame nacional da 10? classe.

O tempo para concluir os médulos vai depender do seu empenho no auto
estudo, por isso esperamos que consiga concluir com todos os médulos o
mais rapido possivel, pois temos a certeza de que ndo vai necessitar de um

ano inteiro para conclui-los.

Ao longo do seu estudo vai encontrar as actividades que resolvemos em
conjunto consigo e seguidamente encontrara a avaliagao que serve para ver
se percebeu bem a matéria que acaba de aprender. Porém, para saber se
resolveu ou respondeu correctamente as questdes colocadas, temos as
resposta no final do seu médulo para que possa avaliar o seu despenho.

Mas se apOs comparar as suas respostas com as que encontrar no final do




Conceito de Derivada

modulo, tem sempre a possibilidade de consultar o seu tutor no Centro de

Apoio e Aprendizagem — CAA e discutir com ele as suas duavidas.

No Centro de Apoio ¢ Aprendizagem, também podera contar com a
discussao das suas duvidas com outros colegas do seu nivel.

Conteudo do Madulo

Cada Moddulo esta subdividido em Li¢des. Cada Ligao inclui:
= Titulo da ligdo.

» Uma introducdo aos conteudos da ligdo.

= Objectivos da licdo.

» Contetdo principal da licdo com uma variedade de actividades de

aprendizagem.
= Resumo da unidade.

= Actividades cujo objectivo ¢ a resolucdo conjuta consigo estimado
aluno, para que veja como deve aplicar os conhecimentos que acaba de

adquerir.
= Avaliagdes cujo objectivo € de avaliar o seu progresso durante o estudo.

= Teste de preparacdo de Final de Mddulo. Esta avaliagdo serve para vocé

se preparar para realizar o Teste de Final de Modulo no CAA.
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Habilidades de aprendizagem

Estudar a distancia ¢ muito diferente de ir a escola pois quando vamos a
escola temos uma hora certa para assistir as aulas ou seja para estudar. Mas
no ensino a distancia, nos é que devemos planear o nosso tempo de estudo
porque o nosso professor é este modulo e ele estd sempre muito bem
disposto para nos ensinar a qualquer momento. Lembre-se sempre que “ o
livro é 0 melhor amigo do homem”. Por isso, sempre que achar que a
matéria esta a ser dificil de perceber, ndo desanime, tente parar um pouco,
reflectir melhor ou mesmo procurar a ajuda de um tutor ou colega de

estudo, que vai ver que ird superar toas as suas dificuldades.

Para estudar a distancia ¢ muito importante que planeie o seu tempo de
estudo de acordo com a sua ocupagdo didria e o meio ambiente em que

Vive.

Necessita de ajuda?

D

Ajuda

Sempre que tiver dificuldades que mesmo apo6s discutir com colegas ou
amigos achar que ndo esta muito claro, ndo tenha receio de procurar o seu
tutor no CAA, que cle vai lhe ajudar a supera-las. No CAA também vai
dispor de outros meios como livros, gramaticas, mapas, etc., que lhe vao

auxiliar no seu estudo.
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Licao 1

Conceito de Derivada

Introducgao

Objectivos

Erro! Marcador nio definido.

O calculo diferencial foi desenvolvido no século 17 como um instrumento
para resolver problemas de geometria e da mecénica, mas passado pouco
tempo se tornou util para outras areas, da Matematica e da fisica, hoje o
conceito de derivada tem aplicacdo quase em todos os cursos, como:
Agronomia; Economia; Electrotecnia; Quimica, hidraulica etc. Dai que a
necessidade de estabelecer uma base muito segura sobre este conceito
derivada, recorde-se que uma fungdo estabelece uma correspondéncia
entre os elementos de dois conjuntos A e B. A derivada vai permitir
comparar a variagdo de um conjunto D ao variarem os elementos do

conjunto C.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Explicar o conceito de derivada num ponto.

= Explicar o significado geométrico de derivada num ponto.

Fungao num ponto e sua interpretagao geomeétrica

Caro estudante. Para comegar vamos considerar o seguinte exemplo:

A altura de uma crianca medida periodicamente, a medida que ela vai

crescendo ( por exemplo de 6 em 6 meses).
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Analise o grafico apresentado:

Altura (cm)
_______________________ .
1sot i
100 T----- i !
50 i : !
| i |

1 »
T »

3 6 9 15 anos

Existem perioaos em que ela cresce mais rapiaamente em relacdo aos

outros.

Se considerarmos mais 3 criangas € compararmos o
seu crescimento médio em determinados periodos
como indica a figura a ao lado, este crescimento
poderd ser considerado como uma medida de
rapidez de crescimento que pode ser expressa
como:

. ) aumento da altura
crescimento medio =

aumento da idade
(em cm/ano)

Conceito da derivada

Caro estudante o
conceito de derivada P
que vamos apresentar

a seguir se funda na

flg+h)pmmmmmmmm e mmee e

analogia que se faz
entre o declive da
recta tangente a um
ponto de uma curva
dada, e a derivada fixg)

nesse ponto. Em

outras palavras

Idade Altura

(em anos) | (em cm)

912 121 - 134

g—-12 122 — 142

8-11 120—-136

secante

(ot h; f{xa+h])]

tangente

queremos logo de Ho

inicio  apresentar-te

K‘r
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uma interpretagdo geométrica da derivada de uma fungéo f(x) num ponto

dado (x,,f(x,)) ao mesmo tempo que te apresentamos a sua defini¢do.

Para isso observe a figura a seguir:

A preocupacgdo que se coloca ¢ a seguinte : Como determinar o declive da

recta tangente a curva f(x) no ponto D(x,f(x,)) . Geometricamente sabe-

Se que a recta tangente a uma curva apenas toca esta em um ponto.

Neste caso a curva em causa ndo ¢ aquela simples em que facilmente
podemos tragar a recta tangente seguindo os conhecimentos que bem

adquiriu na geometria.

Quando queremos recorrer a esses conhecimentos de geometria o que fica
facil tragar € a secante DE. E a partir desta secante que através de sucessivo
acertos de inclinagdo, passando pelos pontos A, B, C, e tantos outros

vamos encontrar a posi¢ao da recta tangente.

Vamos simplificar a figura acima para a que apresentamos abaixo.

f(Xo + R - == oo e (o +h; f(xo + h) )

FAy

(xo; f(X0)
f(XO ) ———————————————— - J
: b
AN A !
X0 Xo+h T X

Caro estudante recorde-se que queremos o declive da recta tangente a
curva f(x) no ponto (x,,f(x,)). Geometricamente queremos determinar a
tangente do angulo o na posi¢do em que a recta secante passa para recta

tangente no ponto (X,,f(x,)). Assim :
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_AY (SO )= (%))
Ax h

1ga

Observando atentamente facilmente poderd concluir que ao arastar a
secante ED, ela passard por varios pontos incluindo os pontos A, B, C, até
uma posi¢do limite quando o acréscimo Ax ou simplesmente A se tornar
cada vez mais proximo de 0, o que nos recorda a ideia de limite, e por isso

matematicamente podemos escrever:

limf(xo +h)— f(x,)

h—0 h

Isto nos leva a concluir que a declividade da recta tangente ao grafico de

S(x) no ponto D(x,,f(x,)) ¢ dada por

o LG 1) = £ ()

h—0 h

se o limite existir e se chama derivada da fungao f(x) no ponto (X,,f(x,))

daf

e se representa f '(x) ou (d

_x)x:xO . Entao:

/(%) = lim

h—0

S G + 1) = f (%)
h

Ou simplesmente se h = x —x, = Ax

= tim LI o @)= 1)

XX X=X, Ax—0 Ax
Logo geometricamente a derivada de uma fungdo num ponto € o declive da
recta tangente nesse ponto.

Caro estudante recorde-se sempre que para calcular a derivada pela

definicdo deve se seguir os seguintes passos:

Calcule f(x,+h);
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Forme a diferenca f(x, + 1) — f(x,) ;

Forme o quociente S (5 +h2_f (%) que recebe o nome de razao

incremental ou taxa de variagdo média de f(x) no intervalo [xo,xo + h] ou

declividade da recta secante ao grafico de f(x) pelos pontos

(%0, f(x¢))e (X, +h,f(x, +h)).

(x,) =lim

h—0

S G + 1) = f(x)
h

Calcule que ¢ a derivada ou taxa de variagdo instantanea de f(x) em X, ou

declividade da recta tangente ao grafico de f(x) em (X,,f(x,)).




Conceito de Derivada

Resumo

10

rG7

Resumo

Nesta li¢ao vocé aprendeu que:

e A taxa de variagao de uma fun¢@o f(x) para um dado valor fixo X,

mede-se pelo declive da curva nesse ponto.

e O declive de uma curva em cada ponto X,,depende da posi¢do do
ponto X, .

e  Odeclive de uma curva em X, pode ser determinado tragando a recta
tangente e depois calcular o declive dessa recta tangente.

e O declive de uma curva em X, pode ser determinado analiticamente

pela formula:

£'(x,) = lim

h—0

S Gy + 1) = (%)
h

e O processo de determinagdo da fungio declive f (x) designa-se por

determinagdo da fungdo derivada logo, o conceito de derivada de uma

funcao sera:

: L S f(x)
x) =lim ————=~
f( ) x—>xg X=X
Se a fungdo tomar qualquer valor fixado num intervalo [a,b] ,

considerando uma familia de intervalos [XO , X ] com X € [a ,b ], arapidez

da variagdo da fung@o ou taxa de variacdo média da fungdo ¢ dada por

f()=f(x,)

X=X,

Vamos através da realizagdo de algumas actividades aplicar a defini¢do

de derivada de uma fungdo num ponto.




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Actividades

Actividades

1.Dadaafungdoy=f(x)=x(2x—-1)=2 x® -x determinar o declive no

ponto x=2.

f(2)= lim Y lim UGS A e sO substituir na formula
-0 Ax Ax—0 Ax
(1) o x, por 2
f(2+ Ax)=2(2+ Ax)* - (2+ Ax)
f2)=2.2° -2
=2.(2+Ax)? -(2+Ax)—(2.2%-2)
=2.24+2.4. Ax +2. Ax* -2-Ax -2.2%+2

=7. Ax ++2. Ax?

2
A _TAH2AC
Ax Ax

e A _
()= iiinoE x=2 —ggo(7+2. Ax)y=17

Entio, f (2)= /A =17
dx

2.Se f(x)=2x"-4x-5 , determine f (x)

Resolucdo

1
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Conceito de Derivada

Af=f (x+Ax )—f (x)
=2(x +Ax) -4 (x +Ax)-5-(2x*-4x - 5
= 2% +4X. AX+2AX" -4x - 4.AX-5-2X" +4x +5
= 4x.Ax-4.Ax + 2Ax*

A_f _AXAx-4.Ax+ 2Ax*?

= =4x-4+2Ax
AX AX
f'(x): lim A—f=4)c—4
Ax—0 AX




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Avaliacao
@ Leia com atengdo as frases que se seguem e coloque (V) para as
afirmacdes verdadeiras e (F) para as afirmagdes falsas.
Avaliagdo Considere a figura 2 e responda.

secante

+h; f(xo+h
fxg + hyf =" (xo + h; f{xo + ) )

tangente

f(xo )= --------------

v

o rx)-tlx,)

X, =X,

representa o coeficiente angular da recta AB. ( )

| 1)-r(x,)

X=X,

Chama-se razao incremental da fungdo f em
X, € X,afuncdo ( ).

3. O limite da razdo incremental da fun¢do denomina-se derivada da

fungdo e representa-se por f (XO) ()

4.Chama-se derivada de uma fungdo fno ponto X, ao limite se existir, da

13
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Conceito de Derivada

razdo incremental da fungdo f quando x tende para x, ()

5. O valor da derivada de uma fungdo indica-nos a variagao da fungéo

numa vizinhanga de um ponto fixo.( )

S )= f(x,)

6. O lim 9/ se existir, denomina-se derivada da fungdo f no

X—>Xg X— xO

intervalo [XO,X]. ().

Conlfira as suas respostas com as que colocamos no final do médulo.




1 |

Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Licao 2

Derivadas Laterais

Introdugao

Erro! Marcador nio definido.

Vocé ja domina o conceito de derivada de uma fungdo num ponto dado.

Existem situagdes em que uma func¢do ndo possui a derivada no ponto dado,

isto €, ndo podemos determinar a fungdo declive ' (X) da fungdo dada f(x),

mas a esquerda e a direita deste ponto existem derivadas e podem ser
calculadas. Surge desta maneira o conceito de derivadas laterais que

iremos explorar bastante nesta ligdo.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Calcular as derivadas laterais de um dado ponto a partir da definicdo da

derivada de uma funcgao.

= Determinar as condigdes de existéncia de uma derivada num ponto.
Objectivos

Derivadas laterais

Caro estudante vamos aqui desenvolver o conceito de derivadas laterais
com base nos conhecimentos que muito bem adquiriu nas ligdes anteriores

sobre limites laterais.

Consideremos a figura seguinte.

1
1
1
1
1

B ik e e e s s
1

S | N (S | | |
1
1
1

1
1
1
+
1 1

1 1 1 1 1
==l-==FF=-=-F=-=t-=-%
1 1

1 1

1 1

1 1

1
-——-

1

1

1

1

X0

v
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Derivadas Laterais

Ao declive da semi-tangente t, chamamos derivada de fa esquerdade X
e representa-se por f (0_ )
, R —f
f (0) = hm—(x) (Xo)

x—0" X - X()

ou

f'(O_) ~ lim f(x0 + AX) - f(xo)
x—=0" AX

Ao declive da semi- tangente 7, chamamos derivada de f a direita de X e

representa-se por f (O+ )

, f(x) — f . f(x,+Ax)—f(x
£(0")= lim ) o g (0") = 1im (xo +ax) = f(x,)
0" X — X, x—0* AX
Se existirem e forem iguais as derivadas laterais no ponto X, ,entdo existe

a derivada da fun¢do no ponto X, e ¢ igual ao valor comum das derivadas

laterais.

Os dois valores lim e lim
X=X~ X - X x—>x" X - X
0 0
correspondem, naturalmente, aos declives das semi-tangentes em p, a

esquerda e a direita. semi-tangentes estas que nao estdo no prolongamento

uma da outra, dado que os seus declives sdo diferentes

o existente Lim L)~ T(%0)
( repare que supusemos ndo existente lim
X=Xy X - XO

) . Na figural

acima os valores dos dois limites laterais que se denominam derivada a

esquerda e a direita, respectivamente, sao -3, + 2/3 como?

y A

Py

yw

v

0 X0 X X



Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

E imediato concluir que da existéncia de derivada num ponto p, resulta

que as duas semi-tangentes estdo no prolongamento uma da outra ,0 que
implica existéncia da recta tangente .
No caso particular de a fun¢ao ser linear f(x) = mx + b as consideracdes

feitas mostram que a recta tangente em cada ponto coincide com a

propria recta representativa da fungdo, sendo pois f (XO ) constantemente

igual a m (declive da recta).

Iremos, considerar mais exercicios sobre o calculo da derivada
aplicando a sua definicdo, mas antes vamos resumir o que acabamos de

ver.

17




Derivadas Laterais

Resumo

rG7

Resumo

18

Nesta li¢ao vocé aprendeu que:

Ao declive da semi-tangente #, chamamos derivada de fa esquerda de X,

e representa-se por (O’ )

£(07)= lim fx) —xo)

ou
x—>0" X — XO
¢ (07) — lim f(x, + Ax) — f(x,)
x—0" AX

v" Ao declive da semi- tangente #, chamamos derivada de f a direita

de x e representa-se por f ' (O+ )

ou

¢ (0+)= lim fix) —f(x,)

x—0" X = Xy

f'(O*) - lim f(x0 + AX) - f(xo)

x—0" AX

v' Se existirem e forem iguais as derivadas laterais no ponto
X, .entdo existe a derivada da fungdo no ponto X, e ¢ igual ao

valor comum das derivadas laterais.

Agora chegou o momento de medir o seu nivel de compreensdo da

matéria, tente resolver sozinho em primeiro lugar o exercicio seguinte e

a seguir consulte a resposta.




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Actividades

Actividades

1. Calcular a partir da defingdo, no ponto da abcissa x,, , a derivada

da fungio f(x)=x’

oy i O )

X=X, X - X x-x X - X X=X

Se substituirmos X — X, na expressdo da definigao de derivada por Ax

teremos;

xX—x,=Ax
X=Xx,+Ax

f'(xo) — lim f(xo + Ax) - f(xo)

Ax—0 AX

Com base nesta formula a derivada sera:

, + Ax) - x,? 2
f(x,) = fim ) DX i PeBx + AXT
Av—0 AX Av—0 AX

= lim(2x, + Ax) = 2x,

Ax—0

Consideremos agora o exemplo:

x? se x<2
244 se x=2

—x?+8 se x>2

Dada a forma como a fungao e definida, vamos comegar por determinar as

derivadas laterais

No lugar de

19
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Derivadas Laterais

)t S0 ) = )

x>x, X — X
Vamos usar as formulas

f(x + Ax) - f(x,)

f'(x, )= Axlir(? -

e

f'(x(;) — bm f(x + Az) - f(x,)
Ax—> 0" X

Teremos entao:

‘ 2 + Ax) - 4 2 _
f(z’) _ lim( + Ax) _ gt A+ Ax 4 _
Ax—0 AX Ax—0 AX
Ax(4 + A
G lim (4+ Ax)= 4
Ax—0 AXx Ax—0

Isso mesmo, vocé acertou em cheio pois seguiu os passos:

1. Aplicou a definicdo de derivada a esquerda num ponto, neste caso

trata-se do ponto 2.

f'(xof) _ limf(x + AX) - f(xo)

Ax—0" AX
2. Desenvolveu o quadrado da soma segundo os casos notaveis

(a+b) =a’ +2ab+b’

3. No numerador da frac¢do, vocé observou dois valores simétricos

( -4 e+4) e simplificou, a seguir colocou em evidéncia AX .

4. Simplificou na frac¢do, o Ax dos numerador e denominador,

ficando assim com um limite muito simples




I Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

(lim(4 + Ax),quando Ax tende para zero)

5. Fazendo AX tender para zero , o limite da constante 4 sera igual a

4. E prontos.

No caso de limite a direita

f'(x(f) _ limf(x + Ax) - f(xo)

Av—> 0° AX

como x, ¢iguala2,

teremos:

~(2+Ax)’ +8-4 g T4 4AAY 484

f(2+>A£gn(}+ Ax Ax—0* Ax
. —Ax(4+Ax)-8+8
= lim = lim — (4+Ax)=—4
Ar—0" Ax Ax—0"

A fun¢do ndo tem derivada no ponto 2. Possuindo no entanto derivadas
laterais +4 e -4 .

Pode acontecer a derivada ser infinita, tomemos o seguinte exemplo;
3.Calcular, se existir a derivada no ponto de abcissa 3,da fungdo definida

por

-x+4 sex <3
2 se x=3 e faga a interpretagdo geométrica.
2x-3 se x>3

Tem-se:
+4 - -xX+ -
£(3)=1i XHt42 ym X2l
¥—3 X - =3 x-3 -0
¢ (3+ _ 2x-3-2 _ 2x -5 :L:+oo
3t X -3 -3 x-3 +0

Sendo 400 quer a derivada lateral a esquerda, quer a direita,

21




Derivadas Laterais

que implica naturalmente que a derivada ndo existe .

Avaliacao
@ 1. Calcular aplicando a definigdo, se existir, a derivada no ponto de
abcissa da fungdo definida por
Avaliacao x> se x<2
1 se x=2

x> +8sex >2

e faca a interpretagdo geométrica.

22
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Licao 3

Exercicios sobre a fungao

derivada
Erro! Marcador nao definido.

Introducgao
Caro estudante depois do conceito da derivada de uma fungdo num ponto
ter ficado bem claro e da sua interpretagdo geométrica, nesta ligdo vamos
exercitar o calculo da derivada da fun¢do com base na defini¢ao analitica.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= (Calcular a derivada da fun¢@o aplicando a funcdo.

Objectivos

Exercicios sobre a funcao Derivada

Recorde-se em primeiro lugar, da definicdo de derivada da funcao,

considerando a seguinte figura:

AY

(x + Ax); f(x + Ax)

23




Exercicios sobre a fungao derivada

24

Definicao

( fungdo derivada)

Dada a fungdo y = f(x) , a fungdo derivada f ' (X) define-se:

, £ Ax) -
£(x) = im0 = im (x * Ax) £(x)
A0 AX Ax—>0 Ax

A partir da defini¢do da derivada podemos analisar se uma fungdo ¢

derivavel ou ndo.
simples, basta ser possivel formar a derivada dessa fungao.

ja introduzimos muitas terminologias, mas o importante ¢ empregar a
terminologia correctamente, baseando-nos sempre no significado de

fun¢do derivada.

Consideremos exemplos para facilitar a nossa compreensdo dos

procedimentos. Aplique-se nas actividades que se seguem.




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

e Considerando a curva.

Resumo
AY

(x + Ax); f(x + Ax)

Af

Funcdo derivada defini-se da seguinte maneira:

Dada a fungdo y = f(x) , a fungdo derivada f ' (X) é

f'(x) = hmA—f = limf(X i AX) -f(x)

M0 AX Ax—0 AX

A partir da defini¢do da derivada podemos analisar se uma funcao ¢

derivavel ou ndo.

25




Exercicios sobre a fungao derivada

Actividades
1. Sef(x)= %xz determinar a) f (6) b) f(x)
a)f (6) = lim LA com x=6
Actividades &20 Ax

6 = tim [EFAD-S(©)
A6 Ax

1 1 1
f(6 +Ax) = —( 6+Ax) ——. 6" ; f(6)= =.6
( x) = S( X) =3 J(6)= 7

Af = l(6+Ax)2— 1.62
2 2

=l.62+ l. 12.Ax+l. Ax2-1.6
2 2 2 2
1 2
=6. A&x+ —.Ax
2
6Ax+1Ax2
AX Ax

£6) = Tim 25 = lim 6+~ Ax)=6
a0t 2

Ax—0 AX

b)f( x ) = limA—f

Ax—0 AX

Af =f(x + Ax) - f(x) = %(6+Ax)2— %xz

26




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

l( X742 X, Ax+Ax?) - 1 x°
2 2

X. Ax + lez
2

AXx AX 2

f( x ) = lim Y lim (x+%Ax)=x

Ax—>0 Ax  Ax—0

Formidavel, vocé mostrou que é inteligente! Chegou o momento de medir

o seu nivel de compreensdo da matéria.

Avaliacao

O

Avaliagao

1. Determine f (x) sabendo que f(x) = x°.

2. Aplicando a defini¢ao da funcdo derivada

f'(x)z lim f(x + Ax) - f(x)

Ax—0 AX

3. Determine a derivada de cada uma das seguintes funcdes:

a)f(x)=4x>-7 b)f(x)=7x+2 c)f(x):3x2—2xd)f(x):l
X

27




Derivabilidade e continuidade de uma fungao

Licao 4

Derivabilidade e continuidade de

uma fungao

Erro! Marcador nio definido.

Introducgao

Caro estudante recorde-se que uma funcéo é continua num ponto a do

seu dominio se ¢ sO se existe limf(x) e limf(x) = f(a) e que

x—a x—a

chama-se derivada de uma fun¢io f no pontox, o limite se existir, da

razdo incremental de fentre x, e X, quando X — X,,.

Existe uma relacdo bastante importante entre estes dois conceitos que nos
permitira resolver muitos problemas de derivagao de fungdes e esta relagdo

¢ expressa através do critério que iremos ver nesta licao.

Além disso, vamos estudar uma regra pratica para determinar a derivada de

uma fungao poténcia.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Explicar o critério de derivabilidade de uma funcao.
= Explicar o critério de continuidade de uma funcao.

Objectivos = Calcular a derivada de uma poténcia de expoente natural.

Derivada de uma poténcia

Derivabilidade e continuidade de uma fungao

Existe uma relagdo importante entre as derivadas de fungdes e
continuidade dessas mesmas fungdes que € expressa através de um

teorema, a saber:

28




Teorema

Toda a fun¢do com derivada finita num ponto € continua nesse ponto.

Demonstracao

Suponhamos que a fungdo f tem derivada finita no ponto de abcissa X, .

): f(x)-f(xo)(

f(x)-f(xo xx,

X-Xy) » X #X,

Aplicando limites , teremos:

lim [f(x)—f(xo)]zo ou lim f(x)=1(xq)

lim [ f(x)-f(x,)]=lim T (x0) i (x-x, 7 £ (x, )x0

X=X X=X X-X, X—>X,
Como f'(x,) finitatem-se :

lim [f(x)—f(xo)}zo ou limf (x )=f (x,)

X—>Xq X—>Xq
O que prova que f ¢ continua no ponto de abcissa x, .

Note que o reciproco deste teorema nao ¢ verdadeiro. Ha fungoes

continuas num ponto que nao tém derivada finita nesse ponto.

AY

><V

Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc
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Derivabilidade e continuidade de uma fungao

- f ¢é continua e ndo tem derivada finitaem a ( atangentea curvaemXx =
a ¢ uma recta vertical) nem em b ( onde as semi-tangentes ndo estdao no

prolongamento uma da outra)

Derivada de uma poténcia de expoente natural

Aplicando a defini¢ao, ja determinamos a fung¢do derivada de algumas
fungdes deste tipo. Agora vamos ver uma regra para encontrar facilmente

os resultados de derivacgao.

Funcdes do tipo x"

Aplicando a defini¢do de derivada ,determine a funcdo derivada das

funcdes que seguem:

D flx)=c= £ ()= fim <= o

b) f(x)=x= f'(x)= lim (et Ax)-x lim — =1
f(x)zx2

c) z_ 2
. (X):hm(x+Ax) X XACHAX

= lim (2x + Ax) = 2x

Ax—0

Tente usar 0 mesmo processo, para confirmar as derivadas das fungdes que

se seguem:
A flx)=x= f(x)=3x

e) f(x)=x4:>f’(x):4x3




I Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

D S)=tm ()=t

X

Chegamos assim a evidéncia suficiente para deduzir uma regra simples

para a derivagdo de poténcias de x.

Se pensa ter deduzido a nog@o de uma tal regra , tente completar os

seguintes exercicios:

fx)=x"= £ (x)n.

De certeza vocé concluiu que :

fx)=x"= f(x)= nx""

Nota: esta regra também serve para expoentes negativos e faccionarios.

1
Por exemplo: a) f (x) = — — da definicdo da derivada:
X

Da regra: f(x) = 1 =x"
X

KY|




Derivabilidade e continuidade de uma fungéo

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

v" Toda a fungdo com derivada finita num ponto é continua nesse

Resumo ponto.

v’ A regra geral para determinar a derivada de uma poténcia de x é:

se f(x)=x"= f(x)=nx""  ou d(x"): e

Agora vamos derivar as fungoes que se seguem aplicando a regra que

acabamos de deduzir:

32




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Actividades
Calcule as fungoes derivadas de:
1. fx)=x’
. , _on R _ n-1 .
Actividades Aplicando a formula [ (x) =x"=f (x) =n.x teremos:

2. f(x)=

Ix

Escreva em primeiro lugar o radical como poténcia de expoente
fracciondrio e depois aplique a regra de divisao de poténcias com bases

iguais ,para facilitar os calculos.

Caro estudante agora resolva sozinho os exercicios, que se seguem com

atencdo usando o processo que acabou de apreender.
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Regras de derivagao

Avaliacao

@ Calcule as derivadas das seguintes fungoes

Df(x) = x° 2) f(x) = i4 3) h(x) = y/x.x

Avaliagao b

]
4) h(p) =
pt.p

Licao 5

Regras de derivagao

Introducgao

Erro! Marcador nao definido.

Caro estudante o calculo da derivada de func¢do aplicando a defini¢do, € um
processo facil, mas bastante longo por isso exige de si muita concentragdo

para ndo cometer erros durante os calculos. Existem regras mais praticas

34




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

que tornam o calculo das derivadas um processo muito rapido, simples e
exacto, que nao passa por aplicacdo do limite da fun¢do. Vamos deduzi-las

nesta ligdo.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Aplicar as regras de derivagdo.

Objectivos

Regras de derivagao

A derivada da funcdo y =f(x) + ¢

Consideremos uma funcdo f(x) definida
num certo intervalo, tendo derivada num
ponto particular x. Segue-se que f(x) + ¢ ¢

também derivavel em x, e a sua derivada ¢é

£ (x).

Isto é: (f(x)tc) = f (X) ou

d(f+c)_£
dx dx

Por exemplo : A derivada de “ uma fun¢do mais uma constante” ¢ igual a

derivada da propria funcgio.
Passemos a demonstragdo da regra

Demonstracao:

Seja g(x)= f(x)+c

35
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Regras de derivagao I

Ag=g(x+Ax)-g(x)
= f(x+AX)+c—(f(x)+c)
=f(x+Ax)-f(x)
=Af

Ag_ o A

o
g (x)= lim 0= lim

f(x)
Portanto : g'(x)=(f(x)+c)'=f'(x)

A derivada y =c.f(x)

y = f(x) ¢ uma funcao definida num certo intervalo, tendo derivada num

ponto particular x. Segue-se que c.f(x) ¢ também derivavel em X, ¢ a sua

derivada é c. f (x)

d(c.f)):cﬁ
dx dx

Istoé¢: (c.f(x))=cf(x) ou

A derivada do produto de uma constante e uma funcao € igual a

constante vezes a derivada dessa funcao
Exemplo: <4x7 ) =4(x7 ) =4.7x°=28x°
Demonstracao
Seja h(x) = c. f(x), determinar h (x).
Ah=h(x+Ax)- h(x)
=c. f(x+Ax)—c. f(x)
=c(f(x+Ax)- f(x))

=c. Af




I Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

h(x)=tim 20— m A0 oo AL ey

Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX

h'(x) =c. (x)

Exemplo:
h(x)=4x’ = h'(x)Z 4.(x’) =4.3.x*)=12x"

A derivada da funcio y = f(x) + g(x)

Consideremos duas fungoes f(x) e h(x) definidas num certo intervalo e

ambas tendo derivada no ponto particular x. Entdo, f(x)+g(x) também ¢é

derivavel em x e a sua derivada é ; (X) + h (X)

d(f+h) Af Ah

(x)+h (x) ou i _EJFE

Isto é; [f'(x)+h‘(x)}=f

A derivada de uma soma (adi¢do) ¢é igual a soma das derivadas .

Demonstracao:
f=u+v
A y /
/ Af = Au + Av
e
/\// Ax Av
—‘———r/ AX :
Loyt vz “
y2 X AX E
/ y1': E
X XtAXx Y

Se F(x)=f(x)+h(x) = F(x)?
Af =f(x + Ax) —f(x)

= f(x+Ax)+h(x +Ax) - ( f(x) + h'(x))
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Regras de derivagao
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(f(x +Ax)-f(x) ) +(h(x +Ax ) — h(x) )

= Af+Ah
£ o= lim S5 = fim ( 5047
-0 Ax A0 AX Ax

f'(x)= f’(x) + h'(x) c.q.d

Exemplo: se f(x)= 2x° +x° determine I (x)?

f(x)=2.5.x" +2.x= 10x* +2x

NB: Esta regra se estende para uma soma de mais de duas funcdes:

Portanto: M(x) = f(x) + g(x) + H(x) = £ (x)+g (x)+h (x)

dftg+h) _df  dg dn
dx dx dx dx

A derivada da funcio y = f(x) — g(Xx)

Para as fungdes F(x) ,f(x) e h(x) podemos definir: h(x) = F(x) - f(x) h(x)
=F(x) - f(x)

Partindo de f'(x)= ( (X) +h' (X)) entio h' (X)=F' (x)- f (X)




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

A derivada de uma diferenca é igual a diferenca das derivadas

As regras que acabamos de demonstrar podem ser aplicadas na

determinagdo da derivada de um polindémio :

Exemplo: g(x) = x* —3x+5—§+\/;
X

Resumo

/G7

Resumo

Nesta ligao vocé aprendeu que:

As seguintes regras de derivacdo:

(rerey =t (%)

(c.f(x)) =c.f(x)
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Regras de derivagao

Actividades

40

Actividades

Determine as derivadas das fungdes seguintes:

7
a)x’ +6x° b) (x—4 ? c) o+ ——
(x=4) 2x
Resolucao

a)(x3 +6x° ) :(x3 ) +(6x2 ) =3x" +12x

Esta perante a derivada de um polindmio, vocé ¢ inteligente ,por isso
derivou cada termo do polindmio, aplicando a regra da derivada de uma

poténcia e acertou.

b) [(x—4)2 } - [(x—4)2} =2(x—4)=2x-8

Mantendo o mesmo processo conseguiu derivar a fungdo desta alinea

0 [ Jis L)' _ (J;);(L]' LA (7AYo
24x 2Vx ) 2 2 2% 4

1 7

2k A

Mantendo o mesmo processo conseguiu derivar de novo a fungdo. Desta
vez, teve de se recordar da equivaléncia da poténcia de expoente

fraccionario e um radical de indice n.

Agora , tente resolver os exercicios que se seguem para medir o seu grau

de compreensdo da matéria.




-m
-
-
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Avaliacao

@ Determine as derivadas das fungdes seguintes:

2

- 4
o PRI S R A o S
Avaliagao 2 x
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Derivada do produto e quociente

Licao 6

Derivada do produto e quociente

Introducgao

Erro! Marcador nio definido.

Continuando com estudo das derivadas de fungdes, vamos deduzir as
regras para as derivadas do produto e do quociente de fungdes, que vao

permitir o calculo muito facilitado.

» Aplicar a regra de derivada do produto no calculo da derivada

duma funcao.

» Aplicar a regra de derivada do quociente no célculo da derivada

duma funcao.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Aplicar a regra de derivada do produto no calculo da derivada de uma

funcgao.

= Aplicar a regra de derivada do produto no calculo da derivada de uma

Objectivos .
funcao.

Derivada do produto e do quociente

Consideremos a fun¢ao: f(x) = X.( X +3) determinemos a derivada da

fun¢do dada de duas maneiras :

(1) Se f(x)=x(x+3)=x"+3x= f'(x) =2x +3 pelaregra de

derivada da poténcia.

(2) Calculando a derivada de cada factor e depois o produto destas teremos

Fl)=x'(x+3)=11=1
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Conclusdo: (1) # (2).

Conclusio: o resultado em dois ndo corresponde a derivada da fungéo,
segundo a regra da derivada de uma poténcia (2) mas este processo seria
muito moroso para expressoes mais complexas de produtos .Vamos agora

deduzir a regra para derivada do produto que podera resolver o problema.

Regra de derivagao do produto

S () = u(x).v(x)

f (x):v(x).u' (x)+v' (x).u(x) ou %=v.%+u.%

Demonstracao

(x + Ax); (u+ Au); (v +Av)

v

X X + Ax X

Dada f(x)= u(x) .v(x) entdo:

Quando x = x+ Ax, segue-se que u >u+Au ev—>v+Av

Af = (u+Au)(v+AV) -V

= uv+v.Aut+tu.Av+Au.Av-u.v
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Derivada do produto e quociente

g _ v.Au+u.Av+Au.Av
AX AX

Au Av  Au Av
=y.—+tu.—+— — AX
AX Ax Ax Ax

. . Af
Pretendendo-se determinar o lim —— teremos:
Ax—0 AX

im Y= fim (v 2% A A AV
M0 Ay A0 AX Ax  Ax AXx
du dv du du dv
v—tu—+t—+t— —
dx dx dx dx dx
Logo:
df dv dv
= +

—=vVv.—+tu.— ou (u.V)V=V.u' +uv
dx dx dx

Exemplo: Dada a fungao X.(X +3) determine a sua derivada.

Resolugao:

y =x (x+3)+x(x+3) =1(x+3)+x(1+0)=x+3+x=2x+3
No caso em que temos trés fungdes basta juntarmos duas delas

Mas também pode se deduzir a formula do produto de trés funcdes

f=uvw =f=uvw+v.uw+w.uv




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Derivavada do Quociente

Dada a fung¢do f(x)

S)===ou y==

u(x)
v(X) v

Vamos tratar o quociente como se fosse um produto pois

f(x)= u(x).L ou y= u.l =uv’
v(X) v

Derivando esta fun¢do como no caso anterior teremos:

y=v'u+u") =v'u +u-lv?)

u' w'  vu' +uv
v oy v’

._u'V-uV' c.qd
= y=——
v

<
Il
< e

Exemplo: calcule a derivada de;

X +2
Y 2x
Resolugao:
x> +2
2x
- 3x’ .2)(-2.()(3 +2)_ 6x°-2x° -4
Y 4x* 4x*
44 A(X) % ke
4x? 4x? x? x’
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Derivada do produto e quociente

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

e A regra da derivada do produto ¢ a seguinte:
Resumo

f(x)=u(x)+v(x) =f (x)=v(x).u' (x)+V' (x).u(x)

e A regra da derivavada do Quociente ¢ a seguinte:

f(x)= 38 N f'(X)=u'(X)V(Z(V)(;;)2(X)V' (x)
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Actividades
Calcule as derivadas das seguintes fungoes:
x-1
1 (2- 2) —
) \/; ( X ) ) x+1
Actividades
Resolucao
D y=(Vx) (2-x)+ (2-x)

x% (2-X )+\/;(-1)

)y :(x—l)'(x+1)—(x+l)'(x—l) :(x+l)—(x—1)

(x+1) (x+1)’
:x+1—x+1 2

(x+1)2 (x+1)2

Tente resolver os exercicios que se seguem para medir o seu nivel de

compreensao da matéria.
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Derivada do produto e quociente

Avaliacao

@ Calcule as derivadas das seguintes fungoes:

D (x-3)(2x+5) 2) (3';1)

Avaliagao
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Licao 7

Derivada de fung6es compostas

Introducgao

Erro! Marcador nio definido.

As regras de derivacdo estudadas nas licdes anteriores ndo sdo suficientes
para derivar as fungdes compostas, tais como:

y=3/3x" +2 y =3senS5x y=cos’2x y= 63
—X

etc.

Mas ¢ claro que existe sempre uma saida para todos os problemas, siga o

seguinte conselho:

Rever toda a matéria sobre as regras fundamentais de derivacdo que ja
estudou bem como, sobre as fun¢des compostas, como forma de se
preparar para entender com facilidade o algoritmo de derivagdo das

fung¢des compostas.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Aplicar a regra de cadeia no calculo da derivada de fungdes compostas.

Objectivos
Derivada de fungées compostas

(xlo +2)10

derivada desta funcao, teriamos que desenvolver este produto binomial

Tomemos como exemplo a seguinte fungdo Y= . Para achar a

que € um processo muito moroso. Casos como estes podem ser resolvidos
aplicando uma regra bastante simples, chamada Regra de cadeia. Em que

consiste esta regra?

Quais sdo os procedimentos da regra de cadeia?
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Derivada de fungdes compostas

Facil, mas antes disso, recordar o conceito de fungdo composta. Em geral ,

uma func¢do composta F=fo g ¢ dada por:
y = F(x) = f(g(x)), F(x) = 1{(t), sendo t = g(x).
x—glx)=t — £(t) =f(g(x))=y

De certeza que vocé ja se recordou da funcdo composta, agora os
procedimentos para achar a derivada desta funcdo serdo estudadas partindo

de exemplos concretos.

Regra de cadeia

(f(x) deve ser derivada emrelagdo at )
Demonstragao

Sejay = F(x) definida como a composi¢ao das funcdes

x = g(x) =t - f(=f(g(x))=y

Isto significa que y=f(t), sendo t= g(x) .A nossa tarefa é provar que :

PO (€ ()=r (e0))e(x) 0w S-BL

Consideremos por exemplo a funcao.

1 2
= —x+3
Y (2 )

1
Sendo t=§x+3 e y=t




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Ay
Ay
/i AX :
-7 ! !
0 X X + AX X
A
y = t?
Ay
AX
0 t

Os graficos das duas fungdes mostram que:

Quando h4 uma pequena variagao AX emx origina uma pequena variagdo
At emt e depois Ay em y . Portanto, a variagdo Ay emy depende da
variagdo AX em x através da variagdo At emt, e quando , AX tende

para 0 . também, At tende para 0, Ay tende para 0.
Escreve-se:

4y _Ay At
AX At Ax
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Derivada de fungdes compostas

Entao, por defini¢do de derivada, teremos:

dy = lim Ay = hmAy hmA hmAy lim — At
dX Ax—0 Ax Ax—0 At Ax—0 AX  M=0 At Ax—0 A

(pois, Ax—)0:>At—)0)

Logo: Sey =f1(t), t=gx)

FR-r )l on P98

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

Uma fungdo é composta, se resulta de uma composi¢do de duas ou mais

Resumo fungoes.
Ex:y =F(x) = f(g(x)), F(x)=1{(t), sendot= g(x).

A férmula para calcular a derivada de uma fung@o composta tem o nome de

regra de cadeia.

Regra de cadeia

FR-r)el)  on 298

Aprendeu que para derivar fungdes compostas ou seja fungdes de fungdes,

¢ preciso primeiro identificar a fungdo oculta t = g(x).
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Vamos em seguida através de algumas actividades aplicar a regra de

cadeia.
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Derivada de fungdes compostas

Actividades

1. Derive a fungdo y=,/4—Xx

Resolucio:

Actividades y=\/¥ sendot=4-x"
dy_ 1A,
dx 24/t dx

Aplicando a regra de cadeia, teremos:

dy_dy dt 1 (h)-_X

dt dt dx 24t Jt
substituindo t=4 - x *

Logo : d—y:— X

dx 4-x’
Vocé percebeu bem primeiro substituiu 4—x° por t.

depois calculou a derivada de y:ﬁ (poténcia) porque y:ﬁ pode

1
ser escrito como y=t? ( poténcia de expoente

fracciondrio). E por ultimo aplicou a regra de cadeia.

Mais um exemplo.
. - 4\
2. Derive a fungéo y:3(7 -5x )

Seja k=7-5x* = y=3k*
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Assim aderivada da fungdo emk serdiguala y =3.4k’k

Como k=7-5x" substituindo teremos:

y'=3.4K k' =12(7-5x*) (7-5x*) = 12(7-5x* ) (- 20x* )=— 240x

Facilimo, repetindo o mesmo processo do exemplo1,chegou ao resultado

desejado e correcto.

Agora, chegou o momento de medir o seu nivel de compreensdo da
matéria da licdo, ndo fique agitado pois, vocé esta preparado para isso.

Em caso de dificuldade volte a ler com calma a licdo.

Avaliacao

@ Aplicando a regra de cadeia, determine a derivada de cada uma das fungdes
que se seguem:
Avaliagao 4 2 1
D o(5 -« 2(4+3x—x2) ) P —
) ) 2 [V U PR
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Derivadas de fungdes trigonométricas

Licao 8

Derivadas de fungoes

trigonomeétricas

Erro! Marcador nio definido.

Introducgao

Vocé conhece muito bem as fungdes seno e co-seno até os respectivos
graficos pois, tratou desta matéria pela primeira vez na décima classe, faca
mais uma vez uma leitura destes conteudos para que o calculo das

derivadas destas fungdes seja interessante para si.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Derivar a fungao seno.

= Derivar a fun¢ao co-seno.

Objectivos

Derivadas de fungées trigonométricas

Derivada da fun¢ao sem(x)

Dada a fungao y = f(x) =

(3 + A senix + Ax)

senx ,determinemos a sua

derivada,qual sera?

f'(x) = lim A—f

a0 AX

Af = sen(x + Ax) - senx

Af sen(x + AX) - senx
AX AX
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Agora, vamos utilizar uma formula trigonométrica que se pode admitir por

enquanto sem demonstrar.

+ -
senp - senq = 200s[%) . sen(p 5 q]

Aplicando esta formula teremos:

+AX + +AX -
sen(x+Ax)-senx=2cos(X Azx Xj.sen(x Ax X)

2
AX AX AX
2cos| x+— |.sen| — sen| —
2 2 AX 2
Portanto: —= =cos| X+ — [ ——
Ax AX 2 Ax
2

Por definicdo de derivada, pode-se escrever:

AX
df . Af Ax) . oo (2j
—=lim —= lim cos(x+—) Jim————=

dx 20 AX  Ax—o0 Ax—0 Ax

2

Ax
sen| —
_ , . 2
Como pode ver ,estamos perante um limite notavel lim —————=
Ax—0 AX

2

podemos substitui-lo por 1 (um). E substituindo na expressao

b

Ax -
cos (x + 7} 0o Ax por 0 (zero) porque queremos calcular o limite da
funcdo quando este tende para zero, entdo:

df
—=co0sXx.l=cosx
dx

Logo:
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Derivadas de fungdes trigonométricas I

se f(x)=senx = f'(x)=cosx ou @Zcosx
X

A derivada da fung@o senx ¢ igual a funcdo cosx

Exemplo:

1) Seja f(x)=5senx = f (x)=5cosx
. 3 2 ' 2 2
2) seja f(x)= x +§senx = f (X):3X +§cosx

Derivada da func¢ao cos(x)
Vamos determinar a derivada da funcdo co-seno com base nos
conhecimentos que temos sobre a derivada de uma fungdo composta.

Mas vocé ainda se recorda da curva (grafico) da funcao co-seno? Veja a

seguir para facilitar a comnreensio da matéria:

Ay
|
/\:2\ (x + Ax; cos(x + Ax)
T - E\-/ >
2 0| ax 2 T X

Das relagdes trigonométricas de angulos complementares sabemos que:

oL
v' cOSX =sen (E-XJ

s
Entdo: y=cosx=sen (E- xj ¢ uma fungdo composta e podemos ,

. . . T
introduzindo nova variavel , ter: y =sent onde t:E_ X




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

a derivada da funcao sent em termos de de t e a derivada da fungdo t em

relacdo a X serdo

v ﬂcost, i=-1

dt dx

Isto implica que :

X

d—y=cost.(—l)=—cos(£—=x)
d 2

Logo

, d
Se f(x) =cosx = f(x)=-senx ou (C%SX)= -senx
X

A derivada da fun¢do cosx éigual a menos senx .

Exemplo:

F(x)=3cosx = f (X)=—3senx
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Derivadas de fungdes trigonométricas

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

e A derivada da funcao seno é dada por:

Resumo

Se f(x) =cosx = f'(x)=-senx ou @Z -senx
X

e A derivada da funciio co-seno é dada por:

. d
se f(x)=senx =  f(x)=cosx ou @=cosx
X

60




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Actividades
Calcule a derivada de cada uma das seguintes fungdes:
1 3
1) y=5senx 2)y=cos 4x
Actividades .
Resolucio

C (1 |
1 =| —senx | = -—CosSxX
)y [ sen | = -3

2)
y = (cos3 4x ) ?

Seja cosdx=k = y=k’ by = (k3)'k'. fx )'=3k2. fsendx W
logo; y = -12k’sendx mas k=cos4x Substituindo te remos

y = -12(cos4x )2.sen4x = -12cos’ 4x.sen4x

Agora, tente resolver sozinhos os exercicios seguintes.
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Derivadas de fungdes trigonométricas

Avaliacao
@ Calcule a derivada de cada uma das seguintes funcoes:
1) 4sen lx 2) 7cos’x  3) -3cos (4 \/;) 4) 3sen (3x+5 )
Avaliacao 3

5) senx +cosx
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Licao 9

Derivadas de fungdes logaritmicas

e exponenciais

Erro! Marcador nio definido.

Introducgao

Nesta ligdo, vamos recordar as fungdes logaritmicas e exponenciais que
estudamos no modulo trés, bem como as propriedades operatdrias destas
fungdes fazendo mais uma leitura corrida deste modulo. Pois procedendo
dessa forma estaremos preparando voce para melhor a derivagao destas

funcgodes.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Achar a derivada de fun¢des exponenciais.

= Achar a derivada de fungdes logaritmicas.

Objectivos

Derivada da fungdo Exponencial e Logaritmica

Derivada da fungdo logaritmica
&Y

Vamos recordar as propriedades y=log;

da func¢ao logaritmica . A funcao

logaritmica ¢ uma fungao //*
continua como vocé sabe e além 1

[}
H

disso,

y=logx ( a >0 a

tem como funcao inversa

x =a” (fungdo exponéncial).
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Derivadas de fungdes logaritmicas e exponenciais

Algumas propriedades da fungao logaritmica para esta ligao

1) alogax =X

2) logaaX = X

3) aloga(x.y) —

4) logai = logyx - logyy
y
5) log, (x.y)=log, x+log, y

. _ X
Nesta propriedade se substituirmos o X por — teremos:
y

log, [% -YJ: log, %“Flogay mas log, =log,x - log,y

<

y
alogaxy=xy = (alOgan = aylogax: log,x’ =y log,x

Qualquer a,b>0 ,temos :

log,b.log, a log, a log, a
loggb . logga = a Sa? - %% :(alogab) b b % _

, 1
y=1log,x = y = —log,e
X

Vamos demonstrar esta implicagao:

Demonstracao

a



Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Sabendo que y=log, X, substituindo na expressao

y+Ay=log, (x + Ax) teremos:

Ay=log, (x+ Ax)-log, x

Pela propriedade da diferenca de logaritmos

Ayzloga[Hij

Simplificando a expressao “argumento do logaritmo”

Ay =log, (1+£j
X

Ax—0

1 x
= limlog, (1 + &jm o1 log, lim
Ax

Neste passo vocé teve que se recordar dos limites notaveis para poder

avangar, veja como ¢ importante a aplicacdo dos limites notaveis, s6 assim,

foi possivel fazer a demonstragao.

Quando se tratar de logaritmo natural;

65




Derivadas de fungdes logaritmicas e exponenciais

66

y=Inx
lnx+Ax
In(x+Ax)-Inx
Ay=lim (x+Ax) ~ lim—%— lim o 2TAY
Ax—0 Ax a0 Ax Av0 Ax X

1 -

zlimln(x_'_AxJAx:ln 1im(1+£) —ntim | [1s | | =

Ax—0 X Ax—0 X Ax—0 X

=lne*=—lne=—

portanto y=Inx — y -1
X

Isso mesmo, vocé entendeu a demonstragdo, pois

1° Aplicou a defini¢do de derivada e obteve no numerador da frac¢do a
diferencga de logaritmos.

. . . . a
2° Aplicando a propriedade operatoria do logaritmo Ina- Inb = In 5

obteve: Falta algo

3° Como o argumento do limite ¢ uma fracgdo com numerador também

fraccionario multiplicou este, pelo inverso do denominador.
4°Aplicou o logaritmo de uma poténcia Ina" = nlna

5° Fez as transformacgdes algébricas com objectivo de encontrar o limite

. . . 1y .
notavel que se relaciona com logaritmos lim (1 +— | =e pois quando
X—>00 X

x —> o quando Ax — 0 para poder substituir a expressdo o limite

notavel obtido por e.




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

6° Por ultimo, voltou a aplicar o logaritmo de uma poténcia e chegou ao

resultado
|
y=Inx —> y=—
X

, 1
Aderivadade y = log,x = y = —log, e emborando vamos
X

demonstrar, pode ser escrita usando o logaritmo natural, como

1
= portanto:
xlna

1

xIna

, 1

y = log.x = y = —log,e=
X

E importante que vocé conhega as duas formas de expressar a derivada da

fun¢do logaritmica ,para que néo fique atrapalhado ao consultar alguns

livros, com esta forma de tratamento.
Funcéao Exponencial

Algumas propriedades da fun¢@o exponencial

para o , B, v € Q

Sendo o < a <aB

aX >1 quando x —0

a* > o quando X — o
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Derivadas de fungdes logaritmicas e exponenciais

X

a¥ >0 quando x— -0

Formula para calcular a derivada da func¢do exponencial é:

X ! X

y =a = y = a Ina

€9 .92

Se a base for igual ao niumero ‘’e’’ temos;

X

y=e' &y =c¢

Vamos demonstrar esta implicagdo:

Demonstracao
y=a" da logaritmiza¢io
Iny = Ina” derivando ambos membros
1 y = In a
y
y =y h a
y = a* Ina
c.q.d
y =a*lna

Considerando a fungdo exponencial y=e"* aplicando a defini¢do de

derivada teremos:
ex+Ax _ex ex (eAX _l)

y' =lim—=lim——~=e¢
M0 Ax Av—0 AX

X

X

Conclusdo: y=¢* < y = ¢




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

A fungiio exponencial y=¢" e a sua funcio derivada sio iguais.

Funcéao logaritmica

Propriedades da funcdo logaritmica

1) alogax: X
2) log, at = x

3) aloga(x.y) ~ oy

4) logai = loggx - log,y
y
5) log, (x.y)=log, x+log, y

Formula para calcular a derivada da fungdo logaritmica é:

1

X .lna

, 1 \
y=1log,x = y = —logeou y =
X

Em caso de um logaritmo natural temos:

1
y=lnx — y=—
X

Chegou 0 momento de realizar algumas actividades para melhor exercitar

a aplicagdo das formulas que acaba de deduzir.
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Derivadas de fungdes logaritmicas e exponenciais

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

: 1
y=log,x = y = —log,e
Resumo X

!
y=lnx —> y=—
X

1

xlna

<
Il

, 1
log.x = y = —loge=
X

X

y =a" = y = 2a" Ina

Chegou o momento de realizar algumas actividades para melhor exercitar

a aplicagdo das formulas que acaba de deduzir.
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Actividades
1. Calcular as fungoes derivadas de:
1) y=In (3x*-1)
Actividades
: 1 RN (3X2 ‘1)‘ 6x
= 1) = =
YT 3 (3X ) 3x%-1 3x7-1

. e 2 A :
Introduzindo nova variavel teremos 3x~ —1= k vocé sabe que a derivada

|
da fungdo y=1Ink ¢édada pela formula y = 7

Mas estamos perante uma fungdo composta por isso ndo se esqueceu da
regra para derivagdo da fungdo composta, por isso achou o produto da

derivada do logaritmo pela derivada do argumento do logaritmo.

2) yZIng x°

,:(X3) _ 3x* _ 3
Y x°1n2 x’In2  xIn2

Lindo, vocé ja estd entendendo a aplicacdo da regra para derivacao da

funcao logarimtica

Aplicou o produto das derivadas da funcdo logaritmica e do seu argumento

que ¢ uma funcao potencial.

3. Calcule a derivada de y se

7




Derivadas de fungdes logaritmicas e exponenciais

a) y=e™"

Y=o (x5) =
b) y=2xe’*
y'=(2x) xe™ +2x. (ef)
y=2¢e" +2x.(\/§)' xe™

PPN 1) &
y =2¢ +2x( je
2Jx
Fop X o
Jx

y =2¢™ +x e

y =2e

NB: ndo se esqueca que deve racionalizar o denominador na segunda

parcela por isso que o resultado ndo esta na forma fraccionaria.

Caro estudante, tente resolver os exercicios que se seguem sem nossa
ajuda, pois vai poder fazer uma auto-avaliacido da aprendizagem do

conteudo da presente ligdo.




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Avaliacao

@ Calcule as derivadas das fungdes:

) y=10" 2) log, x
Avaliagao 2

3) y=2* 4) y=xIn'x 1) y=10° 2) log, x

2
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Derivadas de fungoes inversas

Ligéo 10

Derivadas de fungoes inversas

Introducgao

Objectivos

Fungao inversa

74

Erro! Marcador nao definido.

Para estudar a derivada da fung@o inversa, ¢ necessario fazer em primeiro
lugar uma revisdo do conceito de uma fungao inversa. Por exemplo, a
fun¢do logaritmica é sobejamente conhecida como fungdo inversa da
funcdo exponencial e vice-versa. vocé conhece perfeitamente as
caracteristicas destas fungoes. sendo a basica aquela que exprime seus
dominio e contradominios ( 0 dominio de uma fun¢@o e contradominio da

outra e vice-versa).

O nosso objectivo nesta li¢ao é encontrar uma féormula que nos permita

exprimir a derivada de uma fung@o em termos da derivada da sua inversa.
Ao concluir esta ligao vocé sera capaz de:

= Calcular a derivadas de fungdes inversas.

J& sabemos que dada uma fungao

f(x) : x >y sendo  ( f(x) bijectiva ),
existe uma funcao g(x) .y > x , tal que ;

f(x): y & g(x)zx




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Derivadas de fungées inversas

Sejay = f(x) uma fungdo invertivel, que admite em X, a derivada finita
f' (XO ) cuja funcao inversa admite também derivada finita no ponto

correspondente:

Entao:

D, —>D'f
x—>y:f(x)
D'f - D,
y—>x=f(y)

Nestas condi¢des, tem-se por defini¢do de derivada:

, f(x)-f -
£ (x,)= lim—(XX)_X(XO) = lim ¥~ fim )
X=X, 0 X=Xy 0 Y% 0
¥-¥o

Atendendo a que nos pontos em que a derivada € finita, quando x tende X,

também y tende para y, isto porque podemos escrever:

' =lim l - :
T 0 ()
Y-¥o
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Derivadas de fungoes inversas

Na fungdo inversa, tal como esta representada, a varidvel independente € y.

Formula pode ser escrita como:

De um modo geral consideremos a fungdo composta
g(f(x)):

x - flx)=y - gly)=x

Aplicando a regra de cadeia, teremos:

dx _dxdy 0 _dxdy
dx dydx dy dx

conlusao : dy_1 ou f(x)= L

dy

Acabamos de verificar que a derivada de uma fun¢do f é o inverso da

derivada da sua funcao inversa.

A derivada da funcdo inversa duma dada fun¢do invertivel é sempre igual
ao inverso aritmético da derivada da fungdo dada (em pontos

correspondentes)
Geometricamente

A relagdo que existe entre as ¥oa fot
derivadas de duas fun¢des

inversas uma da outra em pontos
correspondentes sdo simétricos -

em relagdo a bissectriz dos H?’_ z -

quadrantes impares. E os ll o7 (¥ Yol _—
T

coeficientes angulares, declives ' i f

das rectas tangentes em pontos -
correspondentes, s3o inversos 5

aritméticos um do outro. ol

¥



Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

e A derivada da fungdo inversa duma dada fungdo invertivel é
Resumo sempre igual ao inverso aritmético da derivada da fungdo dada (em

pontos correspondentes).

d _dedy L _dody

dx dy dx - dy dx
conlusao: j—z = dl_x ou f(x)= ﬁ
dy

e Geometricamente, a relagdo que existe entre as derivadas de duas
fungdes inversas uma da outra em pontos correspondentes sdo
simétricos em relacdo a bissectriz dos quadrantes impares. E os
coeficientes angulares, declives das rectas tangentes em pontos

correspondentes, sdo inversos aritméticos um do outro.

Vamos agora, resolver alguns exercicios de fixa¢do da material.

7




Derivadas de fungoes inversas

Actividades

Actividades

78

Calcule as derivadas das func¢des inversas de :

1) y:’f(x):x2 ( x € RY) X:g(y):\f;

dy 1 1
Entao , & E ou f (x) = —g'(y)
dy

Claro, vocé ja domina o calculo de derivadas de varios tipos de funcdes:

. . ~ s 2 .o
primeiro, calculou a fun¢do inversa de y=X" portanto exprimiu x em

~ 2
termos de y ( ou resolveu a equacdo y=X" em ordem a X) e teve como

resultado x= \/§

segundo achou as derivadas em cada caso, aplicando a regra da derivada

de wuma poténcia, pois, as duas fungdes sdo potenciais
1
2
X° e LZy=y?’.

por ultimo comparou os resultados obtidos e concluiu que os valores das

. . . 1
derivadas sdo inversos isto é, 2X e 2—
X




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Mais um exemplo:

2) y=f(x)=5x—3 x=g(y)=y;r3
. dx , 1
iizyzf(x)zS d—y:X:g(y):g
_1_ (x) = L
Frtao xd_(iX ou f (x) <0)
dy

Isso, vocé acertou em cheio, usando o mesmo procedimento, desta vez

derivou aplicando a regra de derivagdo de fungdes polinomiais (5x—3 e

+3 1 .
yT ) e chegou ao resultado 5 e g que sdo valores inversos, logo

confirmou mais uma vez que a derivada de f e o inverso da derivada da

sua fun¢do inversa. .

Acabamos de verificar que a derivada de uma funcdo f e o inverso da

derivada da sua fun¢do inversa.

Agora, realize alguns exercicios de auto-avaliagdo.
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Aplicagao da derivada em outras ciéncias

Avaliacao

@ Calcule as derivadas das func¢des inversas

) y=(2x-3) 2) \[4+3x

Avaliagao

Licao 11

Aplicacao da derivada em outras

Erro! Marcador nio definido.

ciéncias

Introducgao

A derivada da funcdo tem aplicacdo em varios dominios do nosso dia a dia,

Tem aplicag@o nas outras ciéncias.

80




1 |

Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Na disciplina de matematica ela e aplicada sobretudo para o estudo das
fun¢des quanto a: Monotonia de uma fungdo, Extremos de uma fungao,
Maximos ¢ minimos de uma fung¢ao, Concavidade e pontos de inflexao,

Problemas de optimizagao.

Vamos a partir desta licdo, mostrar a aplicacdo da derivada nos varios

dominios da ciéncia.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Aplicar a derivada em problemas concretos.

Objectivos

Aplicacao de derivadas em outras ciéncias

Para melhor compreender a nossa ligdo, vamos reflectir em conjunto sobre

os exemplos que sdo propostos a seguir:
Na Fisica
Movimento Rectilineo

Consideremos queda livre dos corpos. Em fisica, temos a equagio s =5t ;

a velocidade no tempo t, V(t) =lim—=—

Isto significa que, v(t) € a derivada da deslocagdo s(t) em relagdo a t.

Em relacio ao movimento rectilineo: o0 movimento de um ponto P ao

longo de uma recta e completamente definido pela equagdo
s =s(t), onde t> 0 e o tempo e S e a distdncia de P a um ponto fixo

de sua trajetoria.
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Aplicagao da derivada em outras ciéncias

A velocidade de P ao tempote v -

dt

Se v> 0= p estd em movimento no sentido de S crescente
Se v> 0= p esta em movimento no sentido de S decrescente.

Exemplo 1

Um corpo move-se sobre uma regra segundo a

formula:
s(t)= Lo
5 :

Determine a sua velocidade e aceleragao depois de 2 segundos.

Resolucao:
1 3 ds 3 P 3
=—t'-2 =—==t’-2 2)==.4-2=4m/s.
s(t) ~ t= v(t) % 2 = v(2) 5 m/s
:>a(t)=i—\t/= 2t=3t=a(2)=6ms

Na Economia

Na Economia, ¢ definida “o custo marginal” como a taxa de variagdo do

“custo total” em relagdo a x (nimero de unidades produzidas).

Exemplo 1. Considere uma fung@o custo total do tipo:

3(xx,)’

C(x)= 3—k+mox+c0 (x-nimero de unidades produzidas)

X’ 3x’x,  3xx, X, L
= + +mx- ——+c, —>custo inicial para x=0
3k 3k 3k 3k

Para determinar o custo marginal m(x)




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

determinar C (x):

2
c (x)=%+mo

m(x)= —(X_)lio i +m,

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:
lim f(x+Ax)-f(x)

, . Af
Dada a definigdo f (X) =lim—=1
Resumo Ax—0 AX Ax—0 AX

Af . .
1.A razao A_ ¢ também chamada a “taxa média da variacdo da fun¢do no
X

intervalo [x, x+Ax ] ou taxa de varia¢do de f em relagdo a x’.

Ela mede a” rapidez” com que a fungdo varia quando x passa do valor x ao

valor x + Ax.

Por exemplo: se a distancia S é dada como uma fungao de t, segue -se que

a velocidade v, que ¢ a derivada de s, e a “taxa de variacdo de s(t)”.

Por exemplo: na economia, ¢ definido “o custo marginal” como a taxa de

varia¢ao do custo
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Aplicagao da derivada em outras ciéncias

Agora, resolva os exercicios de auto-avaliagdio.




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Actividades

Actividades

Na Fisica
Execiciol .

Um objecto e langado do solo, verticalmente para cima a velocidade
de 100m/s. desprezando a resisténcia do ar, a distancia vertical acima

do solo S(t) como funcao do tempo, e dada por:

2

gt
t)=100t-=—

Determine a altura maxima e o tempo gasto para a atingir.

Resolucao:

2

s(t)=100t—% — v(t)=s'(0)=100-2. gz—t=100—gt.

100
A altura maxima h e atingida quando V=0,isto e,100-gt =0 ; t=——_Isto ¢
g

0 tempo para a atingir.

Substituindo este valor na primeira das equagdes obteremos;

:1002 _100* _ 5000
g 2g g

h

Tomando g=9,8m/s 2 ,esses valores serdo: t =10,2s; h=510m.
2.Taxa de Variacao

Como vimos no inicio do capitulo ,a derivada de uma fun¢do num ponto x

1 + -
¢ definida ff'(x) = Emoi_f: g%%
-0 AX N X
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Aplicagao da derivada em outras ciéncias

Af . .
A razdo A_ ¢ também chamada a “taxa media da variacdo da fun¢do no
X

intervalo [x, x +AXx ].Ela mede a” rapidez” com que a fun¢édo varia quando

x passa do valor x ao valor x +Ax.

Af . .
Do mesmo modo que a razao Ax e chamada taxa média da variagdo da
X

fung@o, a derivada f” (x) e chamada “taxa de variagdo de f emrelagdoax’.

Claro que, quando f e uma fungio de t, f*(t) diz se s6 “taxa de variagdo” e

esta compreendido” em relagdo a t”.

Por exemplo: se a distancia S e dada como uma fungao de t, segue se que a

velocidade v, que a derivada de s, e a “taxa de variacao de s(t)”.

Mas ,se o comprimento C de uma barra de ferro e dada como uma fun¢ao

de temperatura T ° ( C=C(T")) entdo, o coeficiente de dilatagdo linear. da
, . de . - .
barra que ¢ a derivada @ e a “taxa de variagdo do comprimento C em

relacdo a temperatura T°”.




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Avaliacao

O

Avaliagao

1. Um corpo move se sobre uma recta horizontal de acordo com a
formula: s (t)=t>-9t>+24t
Quando e que S e crescente e quando e decrescente?

Quando e que V e crescente e quando e decrescente?

2. A produgao de algoddo de uma cooperativa e uma fungido do adubo

2
empregado segundo a relacdo  y =100+200X-X emquexea

quantidade de adubo em kg e y e a producao em kg/ha.

Determine a taxa de variagdo da produgdo em relacao a x.
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Monotonia de uma fungao

Licao 12

Monotonia de uma funcgao

Erro! Marcador nio definido.

Introducgao

Para melhor aprendizagem do tema desta ligao, e importante ter um
dominio sobre o conceito de continuidade de uma fun¢do num dado
intervalo, bem como o calculo da derivada de uma fungdo num ponto ¢

num intervalo dados.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Determinar os maximos e minimos de uma funcao.

= Fazer o estudo da variagdo do sinal da 1* derivada.

Objectivos

Monotonia de uma fungao

Estudar a monotonia de uma fungao implica indicar os intervalos de maior

amplitude onde a fun¢do e Yo LA

crescente (ou estritamente

decrescente
crescente) ou decrescente
( ou estritamente

decrescente). / crescente

Observe os seguintes

=
v

=
v

exemplos ; ¥ i

Funcdo estritamente crescente Fungdo estritamente decrescente

88




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Vamos recordar as seguintes defini¢des:

Seja fuma fungdo real de variavel real definida num intervalo I , € sejam

a e b numeros de I

e fe estritamente crescente em I quando para todos os ntimeros
reais aebde L
se a <b , entdo f(a)< f(b)

o feestritamente decrescente em I quando para todos os nimeros
reais a, b de L.
se a<b ,entdo f(a) > f(b)

e f econstante em [ quando para todos os nimerosreaisa e bde L.
f(a) = f(b)

Funcao constante y 4

v

Funcdo crescente

yA

—

R /
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Monotonia de uma fungao

Funcéo decrescente

AY

ok /

Seja f uma funcdo real de varidvel real num intervalo I, e sejamae b

numeros de [

f ¢écrescente em I para todos os nimeros reaisaeb del,
sea<b ,entdo f(a) < f(b)

f ¢é decrescente em I para todos os nimeros reaisaeb del,
sea<b ,entdo f(a) >f(b)

Uma funcdo constante em I é crescente e decrescente em 1.

Extremos de uma funcao

Seja f uma fungdo definida num intervalo [a ;b ] dada a sua representagdo

grafica na figura que se segue: A

[
o

o f---T--
IS

Q_‘ ———

ol
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

e f(a) ¢ maximo absoluto de f.
e f(d) ¢ minimo absoluto de f.
e f(b) érelativodef.

e f(c) ¢ maximo relativo f.

Seja f uma func¢do de dominio D.

e f(a) ¢ 0o maximo absoluto de f se, para todo o x de D:

f (a) >f (X) significa que se escolhermos qualquer valor do dominio D,

o valor da fungfo sera sempre maior que o valor da fung¢do o ponto a.

e f(b) e 0 minimo absoluto de f se, para todo o x de D:

f (b) <f (X) significa que se escolhermos qualquer valor do dominio

D, o valor da funcdo sera sempre menor que o valor da fungdo o ponto a

e f(a) e o maximo relativo de f se existir um intervalo aberto I contendo

a tal que f(a) > f(x) qualquer que seja x € IN D.

e f(b) e o minimo relativo de f se existir um intervalo aberto J

contendo b tal que f (b) <f (X) qualquer que seja xe JND.

Os extremos da funcdo (extremos absolutos) da fungdo determinam —se

com muita facilidade desde que se conheca o contradominio da fung@o.

Sempre que for necessario falar de extremos relativos deve referir a

palavra relativo ou relativos.

As vezes diz-se apenas maximo da fun¢ao ou minimo da fun¢do para

referir o maximo e minimo absoluto.
Definicao

Aos maximos e minimos da fun¢do da-se o nome de extremos da

funcao.

91




Monotonia de uma fungao

Teorema

Seja f uma fungdo continua em [a;b] e derivavel em Ja;b|

o Se f'(x)>0 para todo o x € ]a;b[ , T & estritamente

crescente em [a;b |

e Se f'(x) <0 paratodoo x e ]a ;b [ ,entdo f € estritamente
decrescente em [a;b |
Intervalos de monotonia e primeira derivada de uma funcgao
Teorema
Seja f uma fungdo continua em [a;b ] e derivavel em Ja;b|

e Se f'(x)>0 para todo 0 x € ]a;b[ , f & estritamente

crescente em [a;b |

e Se f'(x) <0 para todo o xe ]a;b[ entdo f ¢
estritamente decrescente em [a ;b ]
Maiximos e minimos absolutos e primeira derivada de uma funcao

Teorema

Se uma fungdo f ¢ continua num intervalo fechado [a ;b ] e tem um
maximo ou um minimo em ¢ do intervalo aberto ]a ;b [ Entdo

f'(c):0 ou f'(c) nio existe.
Definicao

Um ntimero ¢ do dominio de uma fungéo f é um ponto critico de f se

f'(c)=0 ou f'(c) ndo existe.
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I Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

A determinagdo dos maximos ¢ minimos de uma fun¢do num intervalo
fechado [a ;b ] baseia-se na aplicagdo do teorema e defini¢do acima

referidos bastando apenas seguir o seguinte procedimento:

(1) Determinar os pontos criticos de f em ]a ;b [ .

(2) Calcular f(c) para cada ponto critico ¢, determinado em(1)’
(3) Calcular f(a) e f(b).

(4) O maximo e o minimo de f em [a ;b ] sd0 0 maior e 0 menor dos

valores calculados em (2) e (3).
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Monotonia de uma fungao

Resumo

94

rG7

Resumo

Nesta li¢ao vocé aprendeu que:

Seja fuma fungdo de dominio D.

f(a) ¢ o maximo absoluto de f se, para todo o x de D:

f(a)>f(x)

f(b) ¢ o minimo absoluto de f se, para todo o x de D:

f(b) < f(x)

f(a) ¢ o maximo relativo de f se existir um intervalo aberto I contendo

a tal que f(a) > f(x) qualquer que seja x € M D.

f(b) ¢ o minimo relativo de f'se existir um intervalo aberto J contendo

b tal que f(b) < f(x) qualquer que seja x€ JND.

Sempre que for necessario falar de extremos relativos deve referir a

palavra relativo ou relativos.

Pois, frequentemente, diz-se apenas maximo da fun¢ao ou minimo da

fung@o para referir o maximo e minimo absolutos.

Aos maximos e minimos da fun¢do da-se o nome de extremos da

funcéo.

Teorema

Seja f uma fung@o continua em [a ;b ] e derivavel em ]a ;b [

o Se f'(x)>0 paratodo o xe |a;b[ , f¢é estritamente

crescente em [a;b |

e Se f'(x) <0 paratodo o x e ]a;b[ ,entdo f ¢ estritamente




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

decrescente em [a;b |

Teorema

Se uma fungdo f é continua num intervalo fechado [a ;b ] e tem um
maximo ou um minimo em c do intervalo aberto ]a ;b [ Entdo

f'(c)=0 ou f'(c) ndo existe.
Definicao

Um ntimero ¢ do dominio de uma fung¢ao f ¢ um ponto critico de f se

f'(c):0 ou f'(c) nio existe.

Vamos em conjunto realizar actividades de fixa¢do.

95




Monotonia de uma fungao

Actividades

1.Observe o grafico da fun¢do f de dominio ]— ©;3 ]

Actividades

1/3

oA 4

Identifique:

e 0s intervalos de monotonia;
e 0s extremos (absolutos)

e  0s extremos relativos

Resolucao

e A fungdo ¢é decrescente nos intervalos ]—oo;O] € [1 , 2]

¢ crescente nos intervalos [O; 1] e [2; 3]

e A fungdo ndo tem maximo absoluto.

o f(2)=

I, .
g ¢ o minimo absoluto

e f(1)=1,5 e f(3)=1 sdo maximos relativos.

e f(0)=1 & minimo relativo.
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

2 . Determine se existirem os extremos da fun¢ao

f(x)=4/(x-2)

y
Resolucdo +
f
2
0 2 X
f( ) x—2se x= 2
< )=
—x+2 se x<2
+1 se x>2
-1 se x <2

f'(2) nao existe pois f (2+ )¢ f (2)

O minimo absoluto ¢ f(2) ,n3o tem maximo.

Percebeu bem os procedimentos? Se ndo, volte a ler o texto, se percebeu

vamos agora considerar os seguintes exercicios.
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Monotonia de uma fungao

Avaliacao

@ Determine se existirem os extremos da fungao

—-x+1 se -1<x<1
Avaliagdo 3se x=1

-1 se 1<x< 2
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Ligdo 13

Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Extremos de uma funcgao

Erro! Marcador nio definido.

Introducgao
Caro estudante vamos investigar os extremos relativos de uma fungdo com
ajuda da primeira derivada dessa fungao.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Calcular os extremos relativos de uma fungdo aplicando a primeira
derivada da funcdo dada.
Objectivos

Extremos da funcao

A primeira derivada de uma
funcdo também pode ajudar a AV

encontrar os extremos relativos.

Seja ¢ um ponto critico da fungao
f, e suponha-se que € continua em

¢ € derivavel num intervalo

aberto I contendo ¢, com a

possivel excepcao de poder ndo

ser derivavel em c.

Se f muda de positiva em ¢,

entdo f(x) tem um maximo relativo para x igual a c.

Se f muda de negativa em ¢, entdo f(¢) ¢ um minimo relativo.
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Extremos de uma fungao

Tabela
x a b C d
f + 0 = 0 +

f(b) flc)
| /| s Nt |/
Maxrel Min rel

Se f' (X) >0 ou f (x) <0 paratodo o x do intervalo I excepto para x

=c¢, entdo f(c) ndo é um extremo relativo de f.

v

f'(x)=3x2 i f (X)>0, qualquer x eR-{O}
£ (x)=0
f

(0) nao e extremo relativo de f
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Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

A primeira derivada de uma fungdo também pode ajudar a encontrar os

Resumo extremos relativos.

Seja ¢ um ponto critico da fungao f, e suponha-se que € continua em ¢ ¢
derivavel num intervalo aberto I contendo ¢, com a possivel excepcao de

poder nao ser derivavel em c.

v Se f muda de positiva em c,entdo f(x) tem um méaximo relativo

parax igual a c.

v" Se f muda de negativa em c, entdo f(c) ¢ um minimo relativo.
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Extremos de uma fungao

Actividades

102

Actividades

Determine intervalos de monotonia € 0os extremos relativos

4
f(x)=x +—
(x)=x +*
Resolucdo
4
f(x)=x +—
a) (X) X "
D,=R -{0}
4 x* -4
f(x)ZI-X—2= )

A derivada de f anula-se parax=2 e x=-2

Tabela
X —x -2 0 2 +@
f + 0 — — 0 +

IARNINEY,

v" A fungio ¢ crescente em ]—oo,—2] e [2 ,+oo[
v' A fungdo é decrescente em [—2, O[ e ]0,2]

v f (-2 )= -4 ¢ maximo relativo de f.

v F(2)=4 ¢ minimo relativo de f.




-m
L=

Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Resolva agora, os exercicios que se seguem para a sua auto-avaliagdo.

Avaliacao

@ Determine intervalos de monotonia e os extremos relativos da fungdo
|
g(x)=¢" +—
e
Avaliacao
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Concavidades e pontos deinflexao

Licao 14

Concavidades e pontos deinflexao

Introducgao

Erro! Marcador nio definido.

A palavra concavidade ndo é novidade para si, falou muito dela quando
estudou a fungdo quadratica em que o grafico correspondente era uma

parabola com a concavidade voltada ora para cima ora para baixo

dependendo do sinal de a na fungao f(x) = ax’+bx +c.
Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= Determinar a segunda derivada de uma funcao.

= Aplicar a segunda derivada para investigar a concavidade e pontos de

inflexao.
Objectivos

Concavidades e pontos de inflexao

Segunda derivada de uma funcao

A segunda derivada de uma funcgao, aplicada no estudo da concavidade e
pontos de inflexdo de uma funcdo. Mas existem também varias aplicagdes

desta derivada.
Definicao

A segunda derivada (ou fungdo derivada de ordem 2 ) de uma fungéo f¢é

uma fungdo:

e Cujo dominio é o conjunto de todos os pontos em f tem

derivada.
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e Em que cada ponto do dominio faz corresponder a derivada da

fungio f nesse Representa-se por:

2

ou D*f

.
() ou 4L

Um exemplo mais frequente de segunda derivada € a aceleragdao do

movimento uniforme dos corpos que aprendeu na disciplina de fisica.
Exemplo:

A posigao de um corpo em metros ¢ dada em fungao do tempo em

segundos por: S= - 4,9t> +2t+1
A tarefa é calcular a velocidade e a aceleracao do corpo no instante t.

Resolucao

A velocidade, v, € a derivada da fungdo S e expressa-se em m/s.

| e

V(t)= —(4.9t* +2t+1)=-9,8t+2

o

t

A aceleragdo a ¢ a derivada da velocidade.
d
a(t)=a(—9,8t +2)=-9,8

~ 7 . ~ r 2
A aceleragdo ¢ a segunda derivada da fung@o s e é expressa em m/s”.

Portanto para calcular a velocidade ¢ s6 derivar a expressdo dada do
espacos ( primeira derivada ). E para calcular a aceleragdo basta

derivar a expressao obtida da velocidade v (segunda derivada).
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Concavidades e pontos deinflexao

2. Concavidade e pontos de inflexao

Ponto de
inflexao

v

0 | £ écrescente f ¢ decrescente X

O ponto ( c; f(c) ) do grafico da fungdo f e um ponto de inflexao se sdo

verificadas as seguintes condigoes :
e fécontinuaemc;
e Existe um intervalo aberto ] a;b [ contendo ¢ de modo que o

grafico da funcdo f tenha concavidades voltadas para baixo no

intervalo aberto ] a; ¢ [ e a concavidade voltada para cima

no intervalo aberto ]c;d [, ou vice-versa.

Seja f uma fungdo derivavel no intervalo ]a ;b [ O grafico da fungdo f

tem:

e A concavidade voltada para cima se a sua derivada for crescente;

e A concavidade voltada para baixo se a sua derivada for

decrescente.

A monotonia de uma fungfo f, num intervalo em que ela e derivavel, esta
relacionada com sinal da sua derivada f nesse intervalo e a monotonia de

f' estd relacionada com o sinal da segunda derivada designada por " .




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Se aderivada f" da fungdo f existe num intervalo aberto E= ]a;b [,

entdo o grafico da fungdo f:

v" Tem a concavidade voltada para cima no intervalo aberto E se f

for maior que zero neste intervalo E. (ou seja se f tomar valores

positivos no intervalo aberto E)

v' Tem a concavidade voltada para baixo no intervalo aberto E se f

for menor que zero neste intervalo E (ou seja se f tomar valores

negativos no intervalo aberto E).

Nota bem: Alguns autores consideram necessario para que ( ¢, f(c) ) seja
um ponto de inflexdo que, além das condi¢des referidas, o grafico da

funcdo tenha tangente no ponto.
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Concavidades e pontos deinflexao

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

e A segunda derivada (ou fungdo derivada de ordem 2 ) de uma

Resumo funcdo f € uma fungao:

Cujo dominio é o conjunto de todos os pontos em f tem

derivada.

Em que cada ponto do dominio faz corresponder a derivada da

fungédo f "nesse. Representa-se por:

. d’f s
f (x) ou — ou Df
dx
e A monotonia de uma fun¢do f, num intervalo em que ela e
derivavel, est relacionada com sinal da sua derivada f nesse
intervalo e a monotonia de f esta relacionada com o sinal da

segunda derivada designada por f .

e Seca segundaderivada f da fungdo f existe num intervalo

aberto E = ]a;b [, entdo o grafico da funcdo f:

o Tem a concavidade voltada para cima no intervalo aberto
E se f for maior que zero neste intervalo E.( ou seja se

f " tomar valores positivos no intervalo aberto E )

o Tem a concavidade voltada para baixo no intervalo aberto
E se f for menor que zero neste intervalo E ( ou seja se

f" tomar valores negativos no intervalo aberto E).

Agora é o momento de fazer os exercicios de fixagdo.
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Actividades
Estudo da concavidade e pontos de inflexdo.
1. A func¢do f ¢ polinomial e portanto continua em R.
f(x)=x3 -9x%2 43
Actividades

Resolucdo

Facil, calcular em primeiro lugar as derivadas de primeira ¢ segunda

ordens da fungédo
f(x)=x3 -Ox*+3 f (X )=3x2 -18x ; f (x )=6x-18
Montar um quadro para estudar o sinal das fungdes derivadas.

Tabela de sinais

X -0 |3 + 00
f -3 +
F N PI U

Tire as conclusoes : f(3)=27 — 81 + 3=-51

O grafico da fungdo tem a concavidade:

- Voltada para baixo em ]—oo ,3 [

- voltada para cima em |3,+o0

O ponto (3,-51) é ponto de inflexdo do grafico da fungdo.
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Concavidades e pontos deinflexao

Resolva os exercicios seguintes para a sua avaliagdo.

Avaliacao
@ A fungéo é continua em R\ {1} .
2
Avaliagdo g(x):;
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Ligéo 15

Problemas de optimizacao

|ntrod ugéo Erro! Marcador nio definido.

Para problemas da vida real ou de outras ciéncias para além da matematica

procura-se sempre solugdes optimas .

Essas solucdes sdo muitas vezes encontradas determinando os extremos
(maximos e minimos) de uma funcgéo.

A qualquer problema deste tipo chama-se problema de optimizagao.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= Resolver problemas de optimizagdo com base em derivadas.

Objectivos

Problemas de optimizagao

A qualquer problema onde esteja em causa encontrar solug¢do 6ptima

chama-se problema de optimizacgdo e para a sua resolugdo teremos o

seguinte procedimento.

1. Compreender o problema

Qual ¢ a incdgnita? Quais sdo os valores conhecidos? Quais sdo as

condigdes a que obedecem as variaveis?

2. Fazer um esquema

Quais sdo os dados para colocar no esquema?

111




112

Problemas de optimizagao

3. Introduzir simbolos

Como representar as variaveis? Quais as letras mais apropriadas?

4. Exprimir a incognita em func@o de uma s6 variavel

Qual ¢ a variavel independente?

5. Usar métodos analiticos para encontrar a

Solucao

Quais sado os zeros da 1.* derivada?

Quais s3o os extremos?

6. Discutir a solugdo

Resolvendo alguns problemas concretos vocé podera entender melhor,

vamos a isso:




Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Resumo

rG7

Resumo

Nesta li¢ao vocé aprendeu que:

Para resolver problemas de optimizacdo deve:

1.

Compreender o problema

Fazer um esquema

Introduzir simbolos

Exprimir a incdgnita em fungao de uma s6 variavel

Usar métodos analiticos para encontrar a solu¢io

Discutir a solugdo e dar resposta ao problema.

A resolucdo dos problemas de optimizagdo compreende trés passos

importantes depois de formar a fung¢ao, a saber.

1°) Achar 1? derivada e os respectivos zeros;

2°) Montar um quadro de sinais para estudar a variacao do sinal da 1?*

derivada e o comportamento da funcgao, e ;

3°) Decidir sobre os extremos (maximo e minimo) para dar resposta ao

problema colocado.

Tente resolver sozinho o seguinte problema de optimizagdo para que

possa avaliar o nivel de compreensdo da matéria.
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Problemas de optimizagao

Actividades

Actividades

114

Numa folha de cartolina quadrada de 18dm de lado pretendem-se
cortar, nos quatro cantos, quatro quadrados iguais construindo-se
seguidamente por dobragem conveniente, uma caixa aberta na
parte superior . Determinar a medida do lado do quadrado a cortar

em cada canto para que a caixa tenha volume maximo.

Resolucio

Faga o esbogo da situagdo em primeiro lugar para ajudar o seu

raciocinio num rascunho. Depois de entender o problema podera fazer

o desenho matematico. como o seguinte:

X

Representando por x a medida em (dm) do lado do quadrado a

cortar, a medida em (dm3 )do volume da caixa sera dada por:

V=(18-2x)" x com 0<x<?9

A seguir, calculemos a derivada da nossa expressao V.




I Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

V' =—4(18-2x)x + (18-2x )’
= (18-2x )(—4x+18-2x )
= (18—2x )(18-6x )

A derivada V' anula-se parax =9 ¢ para x =3

Ora, dadoquee V' <0 para 3<x<9 ¢ V >0 para,x <3, a

funcdo admite um maximo relativo para x = 3.

tem-se pois a caixa de volume maximo ¢ obtida, cortando em cada um

dos cantos da folha um quadrado de 3dm de lado.

2. Determinar, num segmento AB de comprimento a (fixo),um ponto
P de modo a que seja minima a soma das areas dos quadrados de lados

AP ¢ PB.

A soma S das areas dos quadrados de lados AP e PB ¢ dada por :
S=x"+ (a -X )2

representado por x o comprimento do lado de um dos quadrados.
(terd de ser 0 <x <a porque?)

Derivando S, tem-se:

S =2x —2(a—x)

S =4x-2a

A derivada anula-se para X :%
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Problemas de optimizagao

. . . a
Estude o sinal da derivada e conclua que S € minimo para X :5 .

Avaliacao

@ Problema

Um sélido € constituido por um cilindro de raio da base x e de altura h
I e por duas semi-esferas assentes sobre as bases do cilindro e de raio
Avaliagao

igual ao raio da base deste. Supondo que a superficie total ¢ igual a

2 [ : : r . ros
4 ma” e variaveis x e h, averiguar qual é o solido de volume maximo.
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Ligo 16

Equacao das assimptotas

Erro! Marcador nio definido.

Introdugao

Para esta licdo ¢é indispensavel o conhecimento sobre limites, veja como na
matematica a relagdo entre os temas tratados ¢ uma constante. Isto
significa que € necessario reler a licdo sobre o conceito de limite, para
facilitar a sua aprendizagem em relagdo a determinacdo das equacdes das

assimptotas.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:
= [dentificar a assimptota vertical.

= [dentificar a assimptota horizontal.

Objectivos

Equacao das assimptotas

Observemos o grafico da seguinte fungao f.

Ay
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Equagao das assimptotas

Temos que:

lim £(x) = limf (x)=+e

Diz-se que arecta x =-2 ¢ assimptota vertical bilateral do grafico da

funcéo.

lim f(x)=+0 e limf(x)=—oo

¥
x—2 P

Diz-se que a recta x =2 ¢ assimptota vertical bilateral do grafico da funcao

lim f(x)zO

X—>—00

Diz-se que arecta y =0 ¢ assimptota ndo vertical ou horizontal do grafico

da funcdo.

Como lim f (x);t 0 ,aassimptotay =0 ¢ unilateral.

X—>+00

Note que:

Uma assimptota nao vertical pode ser intersectada pelo grafico da funcao.

1.Assimptotas verticais

Para se determinar as equacdes das assimptotas verticais do grafico de uma

funcdo f € necessario determinar:
Primeiro
Dominio da fungao.

Segundo
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Os pontos de abcissa a tais que:
aeD; e f ¢ descontinuaemaou a ¢ D, mas ¢ponto de
acumulagdo do dominio de f.

Terceiro

lim f'(x) e li}rnf(x)

+
X—a x—=a

Se algum destes limites for +00 ou —oo,arectax=a ¢é uma

assimptota vertical. Se ambos os limites forem infinitos, a assimptota é

bilateral.

1. Assimptotas nio verticais

A existéncia de assimptotas ndo verticais depende do comportamento da

funcdo quando x tende para 400
Ou quando x tende para —oo.

Vamos mostrar com exemplos concrectos quando chegar o momento da

realizagdo de actividades.
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Equagao das assimptotas

Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

Na determinacdo das equagdes das assimptotas verticais do grafico de uma

Resumo funcdo f observe o seguinte:
e Dominio da fungao,
e Os pontos de abcissa a tais que: a €eD; ef é descontinua em a

ou a ¢ D, mas ¢ ponto de acumula¢do do dominio de f.

e Os limites laterais de f quando x tende para a

lirqf(x) e lim f (x)

e Se os limites laterais forem iguais temos uma assimptota vertical

bilateral.
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Actividades

1. Procure as assimptotas verticais dos graficos de cada uma das

seguintes fungoes:

ivi x-3
Actividades 1) f(x)=
x+1

Resolucdo

x+1
D, =R\{-1}

Como f ¢ continua em todos os pontos do seu dominio, a Ginica

possibilidade de existéncia de uma assimptota vertical é a recta x =-1,

uma vez que -1 ¢ D, mas ¢ ponto de acumula¢do de D, .

Calculemos lim f (x) e lim f (x)
lim f(x)= lim *>= o0
x—>—1* oot x+1

Logo, arectax =-1 ¢ assimptota vertical bilateral.

x=3
x+1

2) Procure assimptotas ndo verticais de f (x) =

Resolucdo

Seja a recta y = mx+b uma assimptota ndo vertical, entdo

e tim ) b= lim [f (x )-mx |

x—to X X—>to

Seja x tendente para 400
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Equagao das assimptotas

x-3
m= lim X+l = lim i:0
x>0 X X—>+0 X(X+1)
x-3
lim| f(x)- =lim ——=1
Jim [£x)-mx ] = tim ~=

Logo: arectay = 1 é uma assimptota horizontal bilateral pois, mesmo que
calculassemos o limites quando x tende para —o0 obteriamos os mesmos

valores.

Agora tente resolver sozinho o exercicio seguinte para que possa avaliar o

seu nivel de compreensdo da matéria.




-3
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Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Avaliacao
@ 1. Procure as assimptotas verticais dos graficos de cada uma das
seguintes fungoes:
Avaliagao
x se x20
glx)=41
( ) — se x<0
X

2. Determine, se existirem, as assimptotas do grafico da fungdo fe

interprete o resultado graficamente.

x*-2x
f(X)= x
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Aplicagdo da derivada no estudo do sinal da fungao

Licao 17

Aplicacao da derivada no estudo

do Sinal da fungéo Erro! Marcador nao definido.

Introducgao

Os conceitos de fungdes e graficos que estudou no primeiro ciclo serd um

requisito para presente licao.

= fazer o estudo completo da fun¢do aplicando as derivadas de 1* e 2%

ordens.

Ao concluir esta ligdo vocé sera capaz de:

= fazer o estudo da fungdo aplicando as derivadas de 1* e 2° ordens.

Objectivos

Aplicagao da derivada no estudo da fungao

Caro estudante, para fazer o estudo completo de uma fungédo, vocé deve

respeitar os procedimentos que se seguem para facilitar a sua tarefa.

e Dominio

e Determinag@o dos pontos de intersec¢do do grafico com os eixos
coordenados

e Assimptota horizontal e assimptota vertical

o [Extremos e Variacao da fun¢ao

e Pontos de inflexdo
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Convexidade

Paridade

Esbogo ou construgdo do grafico

Tomemos diferentes exemplos para mostrar estes procedimentos:

1. Desenhar o grafico da fungdo real definida por
y=x>-2x+3

Do estudo feito anteriormente sobre a fungdo quadratica, sabemos ja que 0

grafico € uma parabola. Vejamos como esbogar rapidamente a parabola.
e Dominio ¢ R e o contradominio é D' ;= [2;+oo [
Calculando a derivada de y Tem-se:
y =2x-2

A derivada anula se para x =1, sendo negativa para x<1 e positiva para

x>1. Podemos formar o seguinte quadro.

Quadro

—0 1 + 00
y + 0 +
Y AWV Min Ve
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Aplicagao da derivada no estudo do sinal da fungao I

em que usamos o sinal /! para indicar que a fungdo ¢ crescente e o sinal

"\ para indicar que ¢ decrescente.

Como se vé ,a fungdo e decrescente até ao ponto x=1 ¢ crescente a partir
deste ponto. O valor 2,que a fungdo toma para x =1 , € ndo s6 um minimo
relativo, como ate o minimo absoluto, isto € ,0 menor dos seus valores em

todo domino.

Podemos agora esbogar se o grafico:

Ay

v

—_— ===

O dominio € R e o contradominio é D'f :[ 2;4 0 [

Vamos em conjunto realizar as seguintes actividades de fixa¢do
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Resumo

@ Nesta li¢do vocé aprendeu que:

Para fazer o estudo completo de uma fungdo, vocé deve respeitar os

Resumo procedimentos que se seguem para facilitar a sua tarefa.

e Dominio

e Determinagdo dos pontos de interseccao do grafico com os eixos
coordenados

e Assimptota horizontal e assimptota vertical

e Extremos e Variac¢do da fungdo

e Pontos de inflexdo

e Convexidade

e Paridade

e Esboco ou construcdo do grafico
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Aplicagao da derivada no estudo do sinal da fungao

Actividades
1. Faga o estudo analitico da fungao: f(x):y =x*-2x*+4
e D=R pois, se trata de uma funcdo polinomial.
e A fungdo é polinomial, logo é continua em R.
Actividades

e Pontos de intersec¢do com o eixo dos y
x=0 x=0
p—(0,4)

=
y=x"-2x>+4 y=4

e Pontos de interseccdo com o eixo dos x

=0
{y C i x'2x+4=0 , xX’=t =>t*-2t+4 =(
y=x"-2x"t

t=1++1-4 (impossivel)
A equacgdo ndo tem zeros:

. f(-x)=(-x)4 -2(-)()2 +4=x*2x*+4=1 (X)

Como f(-X):f(X),VX eR, a fungédo é par

) f'(x)=4x3-4x

f'(x):O<:>4x(x2-1):0<:> x=0vx=-lvx=l
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Tabela
X —0 -1 ] +1 +w
4x = s s 0 + 3 "
=l ¥ 0 = | = = |8 +
y = 0 + |0 = | +
y & Min / Max e Min /

e A funcdo é decrescente em ]—oo;—l]e[O;l] .
e A fungdo € crescente em [—l;O]e[l;Jroo[

e F(-1)=3 ¢ minimo relativo

e F(0)=0 ¢ maximo relativo

V3

o y=12x"-4 , y"=0:>x=-§ vV X=

3
Tabela
B 3
3 3 + 00
y |+ 0 - o +
y U PI N PI U
[-?, %J e[ﬁﬁrooJ sdo os pontos de inflexdo. A concavidade é

voltada para cima em }—oo; —ﬁ{ e }?, + oo{ e aconcavidade esta

3
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33 B

voltada para baixo em |———
3 3

e O grafico da fung@o ndo tem assimptotas, pois é polinomial.
e Contradominio D, = [3 3+ oo[ .

e Qrafico
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Viu como foi facil! Mas, é necessario prestar muita atengdo durante os
calculos porque um erro num dos passos pode complicar os passos
subsequentes.
2.Esbogar o grafico da fungdo homografica (1)

D, =R\ {-3};

ecomo limy=+40 e lim y=-o podeseconcluir-se

x—>-3" x—>-3"
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que arecta x =-3 ¢ uma assimptota vertical.

,: 1.(x +3) -1 (x-2) 5
x+3)2 (x+3)?

tem —se o quadro:

b4 — o0 3 -+ a0
¥ ™ e e
¥ /f n /,

a+bx A .
com a,b, a ,b constantes tais

(1)Toda a funcao definida por y=
a+bx

queab -a'b#0 chama se fungio homografica. o grafico de uma fungdo

homografica € uma hipérbole equilatera de assimptotas paralelas aos eixos

coordenados.

(2) por n entenda — se ndo definida

Nao ha maximos nem minimos relativos ;a fungdo é crescente no
Intervalo ]-o0,-3[ e no intervalo ]-3,+oo].

e Determinacdo da assimptota horizontal

pode tomar a forma equivalente 1 +

A expressao
x+3

ora lim| 1+ - —1Ye lim| 1 + = 10
X—>+00 x+3 X—>—00 x+3
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A recta y =1 ¢ a assimptota horizontal.

A expressao tende para O por valores negativos quando x — +0 e

x+3

tende para 0 por valores positivos quando x — —0.

relativamente a assimptota horizontal e a assimptota vertical pode

fazer-se esbogo seguinte:

e Zeros da fungdo x =2

: o X }
(1) Pode concluir-se imediantamente que o lim ¢ 1 quando
x+3
X —>+4+00 ou X—>-—-o©.

(2) basta entender ao 2.” membro da expressao
x2 x 2
x+3 x+3 x+3

(x #-3).

De tudo que foi estudado anteriormente pode concluir-se que o grafico da

funcdo € o seguinte:

: AY

=3

i y=1
I Y S —

! - X
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Da leitura do grafico pode concluir se que o contradominio da fungdo

¢l 1 [ Ul 4o [2, 4o

Agora , vocé pode resolver os exercicios que se seguem sem sobressaltos

para a sua auto-avaliagdo.

Avaliacao

@ 1. Desenhar a imagem geométrica da funcdo real de variavel real de
variavel definida pela expressao: y=x"-27x-10
Avaliagao 2. Desenhar a imagem geométrica da fun¢ao real de variavel definida

pela expressdo y = x*-6x>+5 sabendo que -1 e +1 sdo zeros do

polinomio x* —6x* +5

Agora, confira as suas respostas no final do modulo.
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I Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

Solucoes Modulo 8

Solucoes do Modulo 8

Conseguiu resolver correctamente todos os exercicios? Entdo, confira as

suas respostas.

Licao 1

1, V

2.V

3. F uma fun¢do tem derivada num ponto se nele a razdo incremental
tiver limite finito ou infinito com sinal determinado. Portanto é condigao
necessaria a existéncia de limite nesse ponto.o que nao € referido nesta
afirmagao.

4.V

5.V

6. F trata-se de limite num ponto por isso a derivada da funcao é

também num ponto.
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Licao 2
R: Nio tem, derivada.

Interpretacdo geométrica

Com base na interpretacdo geométrica da derivada, vé-se que a posigao

limite das secantes, tanto a esquerda como a direita ,e a semi-recta PjA

paralela ao eixo OY, Os conhecimentos da geométrica analitica ja

deixavam
prever que o declive infinito corresponderia a paralelas ao eixo OY ,
Os sinais — (menos) e + (mais) esquerda e direita respectivamente

, resultam, das inclinagdes das semi-secantes relativamente ao eixo OX.

Neste

caso, as duas semi-rectas coincidem, ndo resultando da sua reunido uma

recta .
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Licao 3
1. Verificar esta resolucio, primeiro passo

¢ (x) _ f(x+AAxX)-f(x)

AF = £ (x+ Ax)-f (x) =
= (x+Ax) -x°
= x* +3x% A +3x (Ax) "+ (Ax ) —x°
= 3xAx(x+Ax+Ax2 )

Af 3xAx(x+ AX +Ax? )

= :3x(x+Ax+Ax2)
AX Ax

f'(x)= lim3x(x+ Ax +Ax" )= 3’

Ax—0
2 .a)f(x) = 4x* -7

= (X+AX) f(x):

[ (x+Ax)’ - } (4x°-7)

=4[x +2xAx + (Ax 7}+4x2+7
= 4x” + 8xAx +4Ax” —T— 4x> +7
= 4Ax(2x+Ax)
AAx(2x+Ax
Af $:4(2x+mc)
AX Ax

f (x)= lim 4(2x+Ax)=42x=8x

Ax—0
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b) f(x) =Tx+2

Af If(X+AX)-f(X)=
=[7.(x+Ax)+2] -(7x+2)
=7x+ TAx+2-7x-2

A_f= TAx _7

Ax  Ax

f'(x)= lim 7 =7
Ax—0

c)f(x) =3x* -2x

AF = £ (x+ Ax)-F (x) =
= |3(x+ Ax)" 42 (v Ax) | - (37 -2x)
= [3(;;2 +2xAx + (Ax)z)—Zx—ZAx}— (3x* ~2x)
= 3x + 6xAY +3Ax —2x — 3x — 2Ax+2x

=6xAx +3Ax* = 2Ax

Af  6xAx +3Ax" —2Ax
Ax Ax

=6x+3Ax-2

f'(x): lim6x+3Ax—-2 =6x-2

Ax—0
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1
d)f = —
1(x)- 1
1 1
Af = - —
(X+Ax) X
x—(x+Ax)
B x(x+Ax)
_ —Ax
x(x+Ax)
A1 x(x+Ax)__ 1
AX  Ax “Ax x(x+AX)

Licao 4

1) f(x) = x"
f'(x)=13x12

1

2) f(x) = —

) f(x) =
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Licao 5
a) (—x3+3x2+1 j =(1—x3j'+(3x2)+(1)'=—x2+6x+0=
==x>+6x
) (¥x ) =[x;j =§x7= 331x2
)(XZ'Z(XM }': G(xz-7x+4)j
~(x) (7)+(%)=1-0+(4x'1)'=
B
Licao 6

1) y=(x-3) (2x+5)+(x-3)(2x+5 ) = 1. (2x+5 J+ (x-3)2=
=2x+5+2x-6 = 4x-1
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Licao 7

1) [(5 - xz)“]=4(5 - ) (5 - ¥) =45 - ¥) x=

=—8x(5 - )(2)3

o [ (Va3 0 e ) -

:3(-2x+3)(m)2=(-6x+9)(4 + 3x - x2)=

=24x-18x*+6x>+36+27x -9x*= 6x°-27x*+3x+36

3 { 1 }'_1’.[3 (x - D]-[3 (x - 1] _0-[3'(x-1)+3(x-1)']:
S 5(-1] G(x-0]
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Licao 8

v ) ol s )
ol

2)( 7cos® x ) = -7.2senx.cosx=-14senx.cosx

5 Ftom{w) ] -5 ) 5]
6sen(4Vx )

Jx

4) [3sen(3x+5 ):I =3cos(3x+5 )(3x+5 ) =9cos(3x+5)

5) (senx +cosx ) =(senx)' +( cosx)y = COSX -Senx

Licao 9

1) y=10"
y =10"1n10
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3) y=2™
¥ =2"m2(-3x) =-32%.In2

4) y=xln2x

y =x In’ x+2Inx =In’ x+ 2Inx

Licao 10
D y=(2x-3)

achar ainversa dey (Zx -3 ): \/;

2x =y + 3
o W t3
2

2) Calcular as derivadas

y=2(2x-3)(2x-3)=2(2x-3)2=4(2x-3)=8x~-12

1 1
, —y?
, , ) 1 1 1
e e e N RN
Conclusao
| 1 1 1
y:—': =

¥ 8y 8(2x-3) l6x-24

2) y=\4 + 3x
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Achar a fungdo inversa de y

y=44 + 3x

y =4+3x

4+3x=y’

3x=y’-4

_y -4y 4
3 3 3

Calcular as derivadas

o) [forany ] - L

2443 2f443x

Conclusao

o1 1 3 3
y :—':—————

x iy 2y 2 413x

Licao 11

144
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v =3t7-9.2t+24 = 3t*-18t+24 = 3(t*-6t+8)
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A a(m/s?)
A v (m/s)

2\/4 t (s 0 /5 RO

Entdo:

I) S e crescente parat>2 ou t>2 4 segundos
S e decrescente para 2 <t <4 segundos

II) V e crescente para t >3 segundos

V e decrescente para t < 3 segundos

Portanto, o movimento e acelerado quando v e a tem o mesmo sinal, isto e,

quando 2<t <3sout > 4s.

O movimento e retardado quando os sinais sdo opostos, isto e, quando 0<

t<2s ou3<t<4s.

2. A taxa de variagdo =j—y=200 —-2x
X
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d
vejamos que: d—y >0 para x< 100 kg, quer dizer, a produgao esta a crescer
X

quando x < 100kg. Depois de por 100 kg, aumentar a quantidade de adubo

conduz auma redugdo na produgdo.

Licao 12

v

£ (1) =lim ~2_

-2 x—1

f' nao existe em 1, f(-1)=2 f (2)=-1 f(1)=3

As derivadas laterais ndo coincidem, logo:

F(1)=3 e maximo absoluto e f(2) e 0 minimo absoluto
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Licao 13

A derivada de g existe em R e anula-se parax =0

Tabela
X — 0 0 + o0
g - 0 +
g N 2 /!

v A funcio é crescente em [ 0,4+ [

v A fungio ¢é decrescente em ] —00, 0 ]

v' g(0)=2 ¢ um minimo relativo.

Licao 14

g(x)=2 gk g k)

(x-1)
g (x)

g" (X) nio tem zeros.
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Tabela de sinais

X —00 1 + o0
g - S.S +
g N U

O grafico da funcdo tem a concavidade:

- voltada para baixo em ]—oo ;1 [

- voltada para cima em ] 1;+ [

Nao existem pontos de inflexao para o grafico de g.

Licdo 15

O volume V do sélido é dado por
4
V=nx’h +—mnx’
3
Sendo 47a’ a superficie total tem-se

2anx + 4nn’ = dnn’

ou seja;

devera ser 0< x <a , porque?
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Substituindo em (1) o valor de h dado por (2), obtém-se a expressao de V

em fung¢do de x
2
V=— 7tx(3a2 —X2)
3
Derivando, teremos:
V' =2n(a® - x?)

A derivada anula-se parax =a. A este valor de x corresponde o volume

maximo. Justifique

Como se v€, o volume maximo corresponde a um caso extremo: uma

esfera de raio a.

Licdo 16

1. D =R

g

A fungdo g ndo ¢ continua em x = 0 . Vamos ver se a recta x=0 ¢é

assimptota vertical

Temos:

149




150  Solugdes do Modulo 8

lim g (x)=1lim x =0

x—>0" x—>0"

. .1
lim g(x) =lim —=—o0
x—0" x=>0" x

Logo, a recta x = 0 ¢ assimptota vertical unilateral.

2. Resolucio

Assimptotas verticais

D, =R\{1}
2
lim £ (x) =lim *"2% = o0
x—1" x—1" I—X
x*-2x
limf(x)=lim =—00
x>l -1 1-Xx

Assimptotas nao verticais

para X— +o0

) x2x

m = lim
X—>+0 X xol1t l'X
2 2 2
. X -2x . XT-2x+Xx-X
b =lim +x |=1lim =1
x>+ ]-Xx X—>+0 1-x

Se x— —o0, obteriamos os mesmos valores

Logo, arecta y=-—x +1 & assimptota ndo vertical bilateral ou seja

assimptota horizontal bilateral.
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Licao 17
Exercicio 1

Calculando a primeira derivada

Tem-se:

y =3x"-27=3(x"-9)

e O quadro a formar ,relativo a esta fungao ,seré:

Tabela

X e -3 +3 +@

v + 0 - U] +

LT )/
Max Min

e No ponto -3 a fun¢@o tem um maximo relativo igual a 44; no ponto
3

a fungdo tem um minimo relativo - 64

e A segunda derivada permite-nos estudar o sentido da

concavidade .

y'=6x

e A fung¢do tem um pouco de inflexdo parax =0
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152

X —© 0 +0
y — 0 +
y e -10 U

Pode agora esbogar se o grafico:

(3;6,4)

Exercicio 2

Resolucio:

e Df=9R
e Zeros da fungdo :
A regra de Ruffini permite-nos determinar os zeros da

Funcao
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Método de Ruffini
1 0 -6 0 5
1 1 1 -5 -5
1 1 -5 -5 10
-1 -1 0 +5
Resol : 0 ) » o 0

Fazendo t=x".

Para além dos zeros fornecidos podemos ter:
X-5ox=45 x=15

Assim : +1 -1, \/g e -\/g zeros da fungdo.

e O estudo do sinal da fungdo pode entdo fazer se, atendendo a que

y=+DE -1 (x-V5) (x+5)

Com estes elementos podemos comegar a desenhar a imagem
geométrica,fixando as zonas do plano onde ela se podera situar e os pontos

em que cruza o eixo x (zeros).

e (alculando a primeira derivada

y =4x’-12x =4x<x2 -3 )

e O estudo do sinal da primeira derivada permite-nos conhecer os

intervalos de monotonia da func¢ao.

y=+Dx 1) (x-+/5) (x++/5)
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154

x+1 | — - — 0 |+ + |+ |+ +

x+/5| — 0o |+ |+ |+ + |+ |+ +

Com estes elementos podemos comecar a desenhar a imagem geométrica,
fixando as zonas do plano onde ela se podera situar € os pontos em que

cruza o eixo x (zeros).

e (alculando a primeira derivada

y' =4x°-12x =4x<x2 -3 )

e O estudo do sinal da primeira derivada permite-nos conhecer os

intervalos de monotonia da func¢ao.

4x = = = | o\ | + +
i I 0 S I 0 +
4 &= 0 + & | = 0 +
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Conclusio: a

x=-\/§ e x=x/§ e maximo para x = 0.

func¢do admite maximos ¢ minimos relativos para

Por ultimo calculamos a segunda derivada da funcdo para vermos o

sentido da concavidade.

y =12x7-12(x*-1)

X —00 -1 +1 00
x*-1 + 0 0 +
y" + 0 0 +
y U 0 N 0 U

O grafico tem dois pontos de inflexdo para x=-1 e x=+1

O contradominio da fung¢do ¢ : [—4 ;+ 00 [

Y 4

_5_.
Nof

X
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Modulo 8 de Matemaica

Teste Preparacao de Final de

T4 Erro! Marcador nao definido.
Modulo

Este teste, querido estudante, seve para vocé se preparar para realizar o

Teste de Final de Modulo no CAA. Bom trabalho!

1. Derivada

a) Toda a funcdo que admite derivada num ponto € continua nesse ponto
b)Toda a fun¢do que admite derivada num ponto é continua nesse ponto e
vice-versa

c)Todas as fungdes continuas num ponto sdo derivavéis nesse ponto

d)Existem fung¢des continuas num pontoque nao sio derivaveis nesse

ponto

e) A derivada de uma poténcia de expoente negativo ¢ um caso particular

da derivada de um quociente

f) Geometricamente a derivada a esquerda dum ponto a representa o

declive da semi-tangente a esquerda

g) Geometricamente a derivada a esquerda dum ponto a representa o

declive da semi-tangente a direita

h) Quando as derivadas laterais de um ponto a,fungdo coorespondente tem
derivada nesse ponto a e o valor da desta ¢ igual ao dessas derivadas

laterais

i) A derivada de uma funcdo numponto pode ser finita ou infinita
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j) uma fungdo ¢ derivavel num ponto a quando tem derivada nesse ponto
2 MAXIMOS E MINIMOS

a) A condicdo para que uma fung¢do tenha um maximo ou minimo relativos

num ponto a € que neste ponto a derivada seja nula

b).A condigdo para que a fungdo tenha um maximo relativo é que a

derivada nesse ponto seja igual a infinito

¢) O minimo relativo se determina calculando a derivada da fungdo nesse

ponto.
3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXAO

a) AS concavidades de uma fun¢ao se determinam a partir da segunda

derivada

b) Quando num intervalo a segunda derivada é maior que zero, o grafico de

f tem concavidade para cima nesse intervalo

¢)Quando num intervalo a segunda derivada € nula o grafico da fungao tem

concavidade para baixo
d) Pontos de inflexdo sdo pontos onde a segunda derivada é nula
e) A derivada de uma fungdo ¢ nula nos pontos de inflexao

f) A concavidade de do grafico de uma fun¢do,muda de sentido nos pontos

de inflex3o.

4. Calcule aplicando a defini¢do de derivada: f (X) =3x"+1 noponto x =

2

3 2
X -x"; x<1

\/; 5 x>1

5. Considere g(x) definida por g(x) :{

a) Calcula g’ (4)
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b) Defina analiticamente a recta tangente ao grafico da fungdo no ponto da

abcissa igual a 4.

6.Considere as fungdes f(x)=x3-3x2 eg (x)=x3 +1 Determine o

dominio de cada uma das fung¢des seguintes:

a) Verifique que as duas fungdes tém derivada nula para x =0

b) Mostre que para x =0, f tem um maximo relativo ,0 que é que se
pode dizer em relagdo ao g(x) tera ou ndo o maximo relativo em x
=07?

c) Calcule os pontos de inflexdo de fe g

d) Esboce o grafico de cada uma das fungdes

7. Calcule a derivada de:

a)y=4x’-3x’
b)y=(x—l)4

2
X

2
X

d =
)y =2

e) y=3/6x+1

8. Noponto (1,2 )aderivadada funcdoy=ax +b,a, b pertence aR ¢

igual a -4. Calculeaeb .

3x
x*+1

9. Considere a fungao real de varidvel real g (x)=

a) Defina a funcdo derivada de g
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b) Calcule g'(3) e g'(-2)

¢) Determine os zeros de g’ (x)
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Solucodes do teste de preparacao
do Médulo 8

CONFIRA AS RESPOSTAS

1. DERIVADA

a)Vv

b)F

c)F

dyv

e)V

DV

gF

h) V

2 . MAXIMOS E MINIMOS

a)Vv

b).F

oV

3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXAO
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a) V
b)V
o)F

dyVv
e)F
f)Vv

4, f(x)=3x2+1 ;  no ponto x =2
f(x)=3x2+l no ponto x =2

f(2) =1imM como f(2)=13 temos

x—2 X-2
L1 3(x2 -4
£ (2) = lim 2! 13=limg=lim3(x+2 )=12
x—2 X_2 x—2 X_2 x—2

3 2
x'-x"; x<1

5. Dada g(x)={\/_ o1
X ; X

a) Para valores x maiores que 1 a fungdo esta definida por:

G ()

g (4)=lim

pr R (x—4)(\/;+2) T (x‘4)(*/;+2):

} 1
Iim—=

1
e (\/; +2) 4

1
b) O declive da tangente é Z ( valor da derivada no ponto x = 4) .As

coordenadas do ponto de tangéncia sdo (8 4, 2 ) pois
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162  Solucdes do teste de preparagdo do Médulo 8

g(4)=+/4=2
A equa¥fjo da tangente pode ser y- 1= %( x—4)
6.a)

f’(x)=3x2-6x g (X)=3X2
Para x=0 f(0)=0 eg (x)=0

b)como f(x)=0 < 3x*-6x=0 <x=0 vx=2

f(x)>0<x<0vx>2

frol w0~ | 0| 2>

f(0)=0 éum méaximo relativode f

g (x) =0 & 3x° =0 < x=0 ecomo parax#0,
g (x)>0

(x)

A funcdo g ndo tem extremos relativos, pois ¢ crescente em todo o

dominio.

C)f"(x)=6x—6=0 = 6x=6 =>x=1
g (x)=6x=0 = 6x=0 =x=0

d)Esboce o grafico de cada uma das fungdes
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= |

Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

X —00 0 +00

f' - 0 +

f N -2 U

X 0 1 2 3

f(x) 0|21 4 0
X

X —00 0 +00

g' - 0 +

g N 1 U

X -1 0

g(x) 0 1

v
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164  Solucdes do teste de preparagdo do Médulo 8

7. Calculo da derivada de:

a) y=4x’-3x> = y =(4x°) - (3x* ) =124° ~6x

2 C(2Y 0-2 2
b)y=—=y=-|=—7F==7
X X X X

¢) y=(x—1)4:>y' =[(x—1)4] = 4(x—l)3

2 ] ~ 2x(x2 —4)—x2.2x X' —8x-2x"

EE

e) y=3/6x+1

~ , o 1(6x+1) 6
e = :(M) :33/(6x+1)2 =33\/(6x+1)2

8. Noponto(1,2)para y=ax+b

y =4 = a=-4
2=—4.1+b=>b=2+4=6
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0o

Erro! Nao existe nenhum texto com o estilo especificado no documentc

3x
x* +1

9. Considere a fungao real de varidvel real g (X)=

3-3x’
(x2+1 )2

3-38  3-27 24 6
(3)=

a) g’ (x)=

(3z+1)2 100 100 25

g’(-2)= 3-3.(-22) :3_12:_2

((_2)2 +1 )2 25 25
3-3x’

(x*+1)

b)g

-=0 =3-3x"=0=>

c) g’(x)=

= 3x’=-3= x’=1= x=+I
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